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1. Description des produits dérivés de crédit étudiés dans la thése

Jusqu’en 2006, le marché des dérivés de crédit et particuliérement celui des tranches de CDO
synthétique ont connu une croissance fulgurante, notamment grice a 'introduction d’indices de
CDS et de tranches standardisées de CDO. En effet, la standardisation du marché, 'augmenta-
tion de la liquidité et de la transparence ont contribué au développement de plusieurs générations
de produits structurés, toujours plus innovants et attirant I'intérét de nouveaux investisseurs. La
couverture des tranches de CDO ou la gestion de tranches “bespokes”, plus exotiques et moins li-
quides a rapidement nécessité 'emploi de méthodes de gestion basées sur des modéles d’évaluation
calibrés sur les cotations des tranches standardisées de CDO. Malgré le nombre impressionnant
d’approches concurrentes en matiére de modélisation des portefeuilles de crédit et d’évaluation
des tranches de CDO, la référence de marché demeure, pour la plupart des praticiens, la structure
de “base correlation” basée sur un modéle & facteur gaussien.

A bien des égards, la récente crise du crédit aura bouleversé la perception des risques sur le
marché des tranches de CDO synthétique. Outre la crise de liquidité, I'augmentation du risque
de contrepartie ou bien la crise de confiance envers les agences de notation, la crise des subprimes
et ses conséquences auront particuliérement mis en évidence les limites des pratiques actuelles
en terme de gestion des risques et de couvertureE]. De plus, alors qu'un grand nombre d’institu-
tions subissent des pertes colossales suite a cette crise, la couverture et la gestion des risques des
tranches de CDO et des produits associés sont en passe de devenir les sujets de préoccupation
majeur du moment.

Nous mettrons en relief, au fil de cette thése, certaines des anomalies concernant les méthodes
actuellement employées dans le cadre de la gestion et de la couverture des tranches de CDO.
Ce travail de recherche ne prétend pas proposer une solution définitive a ces problémes mais
plutét d’éclaircir certains aspects de la gestion des risques des tranches de CDO. L’organisation
de cette thése s’articule autour de deux axes principaux. Le premier concerne I’analyse du risque
dans les modéles & facteur et le second s’intéresse & la couverture dynamique dans les modéles
de contagion markovien.

Pour une meilleure lisibilité, cette introduction est divisée en deux parties. La premiére décrit
briévement les produits étudiés dans cette thése et la seconde établit plus en détail la probléma-
tique et annonce le plan.

1 Description des produits dérivés de crédit étudiés dans la thése

Les dérivés de crédit sont des contrats financiers qui se négocient de gré a gré et dont le but
est de transférer d’'une contrepartie & une autre, le risque de crédit relatif & une entité de réfé-
rence. Les institutions financiéres, comme les banques, les fonds mutuels, les fonds de pension, les
compagnies d’assurance, de réassurance, les assureurs monolines, les entreprises ou les agences
gouvernementales, peuvent naturellement avoir recours a ces produits pour couvrir, réduire ou
gérer certaines de leur exposition au risque de crédit. Leurs motivations peuvent étre multiples. Il
peut s’agir par exemple d’alléger le niveau des fonds propres réglementaires, de gérer activement
un portefeuille de crédit ou simplement d’investir dans des produits innovants et adaptés & un
profil de risque spécifique.

1. Pour plus de détails sur la crise des subprimes et ses conséquences sur le marché des CDOs, le lecteur est
renvoyé aux articles de [BIS| (2008), (Crouhy et Turnbulll (2008) et aux mémoires de Baillet et Brard| (2007)) et
Schmitz| (2007).



On peut distinguer deux classes de dérivés de crédit, ceux dont les flux de capitaux dépendent
directement du risque de défaut de 'actif sous-jacent et ceux dont les flux de capitaux dépendent
directement de l'évolution des spreads de l’actif sous-jacent. Cette derniére classe d’actifs ne
constitue qu’une minorité des contrats négociés sur le marché et ne sera pas traitée dans cette
these.

Paiements de primes réguliers
Acheteur de 7| Vendeur de
protection protection

Palement(s) contingent(s) awz)
défaut(s) de Uentité de référence

Entité de
référenioe

FI1GURE 1 — Structure générale d’un dérivé de crédit

Les produits dérivés de crédit étudiés dans cette thése peuvent étre assimilés a des contrats
liant un vendeur de protection et un acheteur de protection (voir figure . Le vendeur de pro-
tection s’engage & couvrir I’ensemble des pertes induites par le défaut de l'entité de référence.
En contrepartie, ’acheteur de protection doit verser périodiquement une prime au vendeur de
protection. Méme s’il existe des ressemblances évidentes avec un contrat d’assurance classique,
il convient cependant de préciser plusieurs différences structurelles notoires :

— Les dérivés de crédit sont des actifs financiers cétés sur un marché.

— L’acheteur de protection ne détient pas forcément (c’est d’ailleurs rarement le cas) l'entité
de référence sous-jacente & 'origine du risque.

— Les primes percues par le vendeur de protection sont fixées pour toute la durée du contrat
et ne sont pas réajustées par exemple en cas de détérioration du risque de défaut de 'entité
de référence.

Les swaps de défaut ou CDS (Credit Default Swap) sont sans doute les produits dérivés de
crédit les plus utilisés, les plus simples et les plus populaires. Il s’agit de contrat de protection
dont Uentité de référence est un titre obligataire risqué (dans la plupart des cas). Ils constituent
les éléments de base sur lesquels reposent des structures plus complexes telles que les mon-
tages de CDO synthétique (Synthetic Collateralized Debt Obligation). Les structures de CDO
synthétiques se sont imposées depuis 2002 car elles permettent de transférer tout ou partie du
risque d’un portefeuille de crédit sans qu’il y ait de transfert physique des titres sous-jacents.
Cette innovation a largement contribué a ’extension du marché des dérivés de crédit. De plus,
la transparence et la liquidité croissante du marché des CDS a naturellement conduit a la créa-
tion d’indices standardisés de CDS, I'iTraxx pour ’Europe et ’Asie et CDX pour I’Amérique
du Nord, et de tranches standardisés de CDO sur indice. Ces indices constituent de véritables
benchmarks de I’état de santé du marché du crédit. Pour une description détaillée des différents
types de montages de CDO et leur justification économique (CDO Cash/CDO synthétique, CDO
d’arbitrage/CDO de bilan, CDO financé/CDO non financé) nous renvoyons le lecteur intéressé
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1. Description des produits dérivés de crédit étudiés dans la thése

au livre de Tavakoli (2003)) ou aux articles de synthése (en frangais) de [Banque de France (2005)
et Banque de France (2006). Pour une analyse méticuleuse du marché des dérivés de crédit,
le lecteur est renvoyé aux livres de Schonbucher| (2003), [Das| (2005), Kakodkar et al. (2006a),
Kakodkar et al|(2006b), De Servigny et Jobst| (2007)) ou |[Meissner| (2008)). La thése de Houdain
(2006)) fournit également une bonne description en francais de ce marché. I’ISDA (Internatio-
nal Swaps and Derivatives Association), la BIS (Bank for International Settlements), la BBA
(British Banker’s Association), Fitch Ratings ou Creditflux établissent réguliérement des ana-
lyses statistiques sur I’évolution du marché. Nous rappellerons ici les principales caractéristiques
des produits étudiés dans cette thése, i.e, les CDS, les indices de CDS et les tranches de CDO
synthétique.

1.1 Credit Default Swap

Définition : Un swap de défaut ou “credit default swap” (CDS) est un contrat bilatéral entre un
acheteur de protection et un vendeur de protection. Le vendeur de protection s’engage a indem-
niser l'acheteur de protection en cas de survenue d’un événement de défaut relatif o de la dette
obligataire corporate ou souveraine. En échange, l'acheteur de protection verse régulierement une
prime ou spread de crédit au vendeur de protection jusqu’a échéance du contrat ou jusqu’a la date
de survenance du défaut dans le cas ot ce dernier survient avant [’échéance.

Apparus au début des années 1980, les swaps de défaut sont les contrats les plus importants
et les plus largement utilisés sur le marché des dérivés de crédit. Ils constituent les actifs de base
sur lesquelles reposent les montages de CDOs synthétiques.

Evénements de défaut

Bien que le marché des dérivés de crédit soit un marché de gré a gré, les clauses régissant
les contrats dérivés de crédit sont standardisées par 'ISDA (International Swap and Deriva-
tive Association) qui a pour but notamment de définir les événements de défauts. La derniére
mise & jour des définitions date de 2003 (voir [Parker et Brown|(2003))) et comprend 6 événements :

1. Faillite. Terme sous lequel on désigne principalement le fait qu'une entreprise :

— soit dissoute ou mise en liquidation,

— devienne insolvable ou soit incapable d’honorer ses dettes,

— effectue un acte de cession générale, un arrangement ou un plan concordataire avec ses
créanciers ou au profit de ceux-ci,

— engage ou fait 'objet de procédures en vue d’obtenir un jugement d’insolvabilité ou de
faillite ou tout autre,

— se voie saisir de tout ou de la majeure partie de ses actifs par un créancier privilégié,

— soit I'objet d’'une procédure ou mesure similaire & celles mentionnées ci-dessus dans le
droit applicable de tous pays.

2. Défaut de paiement sur le principal ou les intéréts de l'obligation de référence.

3. Accélération de remboursement d’une dette obligataire de I’entité de référence déclenchée
par le défaut de paiement sur une autre de ses obligations.

4. Défaut de paiement sur I'une des obligations de l'entité de référence (exclusif avec I'événe-
ment précédent).

5. Répudiation, moratoire.



6. Restructuration de la dette.

Suivant les swaps de défaut, les événements définis ci-dessus peuvent étre inclus ou non dans
les clauses du contrat. Cependant, la plupart des contrats de CDS prennent en compte les deux
premiers événements de défaut, c’est a dire la faillite et le défaut de paiement. Pour les autres,
cela dépend des pratiques du marché considéré. Dans la suite de cette thése, nous dirons qu’une
entité est en défaut si I'un des événements cités ci-dessus se produit et que de plus, cet événement
est répertorié dans les clauses du contrat considéré.

Notons que ’acheteur de protection est également soumis au risque de défaut du vendeur de
protection et inversement. En toute rigueur, ce risque appelé risque de contrepartie, devrait étre
pris en compte dans le cadre de ’évaluation et de la gestion de tels produits financiers. Mais cela
est rarement le cas en pratique faute d’observations.

Description des flux de capitaux

En termes de flux de capitaux, ’acheteur de protection paie au vendeur une prime périodique,
habituellement trimestrielle, qui est spécifiée au début de la transaction. Si aucun événement de
crédit tel qu'un défaut ne se produit durant la vie du swap, ces paiements sont alors les seuls
flux de capitaux. Comme dans beaucoup d’autres swaps, il n’y a pas d’échange de notionnel
sous-jacent. Suite & un événement de crédit, le vendeur de protection effectue un paiement a
I'acheteur de protection. Classiquement, ’acheteur de protection fournit au vendeur toute dette
(i.e. obligation délivrable) assimilable & l'entité de référence en échange d’un paiement en cash
équivalent & l'intégralité du notionnel sous-jacent. L’acheteur de protection arréte de payer la
prime périodique aprés I’événement de crédit. La perte nette du vendeur de protection est ainsi
le notionnel sous-jacent moins le recouvrement percu sur I’obligation délivrée.

Maturité

Les contrats de swap de défaut les plus liquides ont une maturité de 5 ans. Les autres maturités
les plus traitées sont 3, 7 et 10 ans. Les contrats CDS standards cotés sur le marché changent de
maturité tous les 3 mois. Ils peuvent avoir quatre dates différentes de maturité : le 20 mars, le 20
juin, le 20 septembre ou enfin le 20 décembre. Cette standardisation des maturités a augmenté
la liquidité des contrats CDS et a contribué & la croissance soutenue de ce marché. Les spreads
d’un CDS en fonctions des différentes maturités forment une courbe de crédit a partir de laquelle
il est possible de déduire les probabilités de défaut marginales. Les applications sont multiples
comme par exemple I’évaluation de la qualité financiére d’une entité par les agences de notation
ou la gestion de produit structurés construits a partir de swap de défaut. Le Chapitre 2 du
livre de |De Servigny et Jobst| (2007) fournit une synthése des méthodes de construction de la loi
marginale d’un défaut & partir de la courbe des spreads des CDS associée.

1.2 Indices de CDS

L’introduction d’indices CDS comme I'iTraxx en Europe et en Asie, le CDX en Amérique du
Nord et dans les pays émergents, a révolutionné le marché du risque de crédit. La liquidité, la
flexibilité et la standardisation de ces indices sont au coeur de cette révolution. Nous nous intéres-
sons ici aux deux principaux groupes d’indices CDS, I'iTraxx européen et le CDX Nord américain.



1. Description des produits dérivés de crédit étudiés dans la thése

Définition : Les indices CDS sont des portefeuilles de CDS simples servant d’outils de trading
et de barométre de Uactivité du marché des dérivés de crédit. Les contrats d’indices CDS per-
mettent & un investisseur d’acheter ou de vendre de la protection pour une maturité donnée sur
un portefeuille de contrats CDS ayant des entités de référence différentes. Les entités de référence
sont également pondérées et sélectionnées en fonction de leur notation et de leur liquidité dans le
marché CDS. Une fois que la composition d’un indice est firée, aucune entité ne peut étre ajoutée
ou enlevée du portefeuille. Un indice continue d’exister méme aprés un événement de crédit sur
une des entités de référence. Les indices CDS peuvent étre divisés en deuzr grandes familles, les
indices CDX (Nord Américain et pays émergents) et les indices i Trazx (Europe et Asie). L’i Traxz
a été créé en 2004 a la suite de la fusion de deuz indices concurrents, le Trac-X et I’iBoxx. Les
indices CDX et iTraxx couvrent désormais la majorité du marché du crédit dans le monde : plus
d’une cinquantaine d’indices classifiés par région, maturité, secteur et qualité financiére.

Les indices dont il sera question dans cette thése sont l’indice iTraxx Europe et l'indice
CDX.NA.IG composés tout deux de 125 swaps de défaut relatifs & des titres obligataires de qualité
financiére investment grade. Notons que la pondération des CDS qui composent ces indices est
uniforme et égale & 0.8% (1/125) pour chaque entité.

Description des flux de capitaux

Chaque indice CDS a une prime fixe jusqu’a maturité du contrat. Cette prime est approxi-
mativement égale & la prime moyenne des contrats CDS de toutes les entités de référence de
I'indice & la date de lancement (20 mars ou 20 septembre) de cette nouvelle série. Ainsi, chacune
des entités de référence est introduite dans I'indice avec un niveau de prime fixé qui differe de
la prime actuelle cotée sur le marché. Ceci implique un paiement ou une réception upfront d’'un
montant associé & chaque entité de référence. Ces montants upfront sont agrégés pour toutes
les entités de référence afin de générer un montant upfront total. De plus, si un investisseur
acheéte de la protection sur un indice entre deux dates de paiement de coupon, alors le vendeur
de protection lui verse les intéréts courus. En effet, ’acheteur de protection va payer la prime
pour le trimestre entier & la prochaine date de paiement alors que la protection n’est effective
que pour une partie du trimestre. S’il n’y a pas d’événements de crédit, 'acheteur de protection
paie une prime trimestrielle, le 20 mars, le 20 juin, le 20 septembre et le 20 décembre de chaque
année jusqu’a la maturité du contrat. Si un événement de crédit affecte une des entités, trois
conséquences peuvent étre tirées :

1. L’acheteur de protection donne au vendeur de protection une obligation délivrable de I’en-
tité de référence en défaut, d’'un montant notionnel égal au montant notionnel du contrat
initial, divisé par le nombre d’entités de référence

2. Le vendeur de protection paie & l'acheteur de protection un montant égal au montant
notionnel du contrat d’indice CDS, divisé par le nombre d’entités de référence.

3. Le contrat continue avec un montant notionnel diminué du montant notionnel de 'entité
de référence en défaut. Le nombre des entités de références dans 'indice est réduit de un.
Maturité

Pour assurer une forte liquidité des indices, leur composition est mise & jour périodiquement.
Par exemple, pour un indice de CDS associé & de la dette de catégorie investment grade, les
noms dont la qualité financiére s’est trop détériorée sont retirés du portefeuille et remplacés par
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des noms de bonne qualité. Les indices changent de séries tous les six mois, le 20 mars et 20
septembre de chaque année. Remarquons de plus que ce changement n’entraine pas seulement
une recomposition structurelle mais également un changement de maturité fixée le 20 juin ou le
20 décembre. Les nouvelles séries d’indices introduites sont appelées series en cours (on-the-run).
La maturité d’un indice 5 ans en cours varie donc de 5.25 années & 4.75 années. Les anciennes
séries restent tout de méme traitées sur le marché mais avec une liquidité inférieure.

1.3 Tranches de CDO synthétique

Initiés en juin 2000, les montages de CDO synthétique ne se développent qu’a compter de
I’année 2001 et ont constitué le principal moteur de croissance du marché des dérivés de crédit.
Ces structures permettent le transfert du risque associé a un portefeuille de crédit. Le terme
synthétique traduit le fait que le mécanisme de transfert des risques est synthétisé au moyen
d’un portefeuille composé de swaps de défaut. En conséquence, il ne s’opére aucun transfert
physique des titres obligataires sous-jacents lors du montage d’une telle structure. Seul le risque
de crédit dans sa globalité est déplacé d’une contrepartie & une autre. Les mécanismes de trans-
fert de risque synthétique ont connu un large succés grace a leur plus grande facilité de mise en
ceuvre et leur possibilité accrue en terme de gestion des risques (via I’évaluation et la couverture).

Définition : Les CDOs synthétiques sont typiquement des produits de corrélation, leur niveau de
risque est en partie défini par le risque de défaut joint des crédits référencés dans le portefeuille
sous-jacent. Ces produits sont généralement initiés par un arrangeur, une institution financiére
de type banque d’investissement, qui construit un portefeuille de référence composé de CDS. La
gestion de ce portefeuille sous-jacent sera ensuite assurée par une société de gestion d’actif spécia-
lisée, communément appelé SPV (Special Purpose Vehicle). Le SPV émet alors plusieurs tranches
de CDO correspondant & différents niveaur de risque. Notons que les tranches émises constituent
le passif du SPV, son actif étant constitué du portefeuille de CDS. A ce découpage correspond
une hiérarchie précise quant auz droits des différentes tranches émises sur les revenus tirés du
portefeuille de crédit sous-jacent. Les tranches senior, mezzanine, equity bénéficient ainsi d’un
rang de priorité décroissant sur ces revenus.

Ainsi, les risques inhérents & un CDO synthétique sont principalement la survenue de dé-
fauts, l'effet de la dépendance entre les défauts, la dégradation de la qualité des crédits (risque
de spread). D’autres risques relatifs au montage, comme la mauvaise performance du gestion-
naire du portefeuille de référence ou la dégradation de la qualité de crédit de Iarrangeur sont
également & prendre en considération. Pour plus de détails sur les montages de CDO synthétique,
le lecteur est invité a consulter le livre de référence de Tavakoli (2003]) ou les articles de synthése
(en francais) de [Banque de France (2005]) et Banque de France| (2006))

Les structures de type CDO synthétique ont rapidement évolué. En 2003, la création de
CDOs a tranche unique constitue une innovation financiére d’'une grande portée sur le marché
des dérivés de crédit. Ces produits sont aussi appelés tranches de CDO “sur mesure” ou tranches
bespokes. En effet, arrangeur place désormais une seule tranche auprés d’un investisseur unique,
qui peut choisir la composition du portefeuille sous-jacent, la subordination et la taille de la
tranche.

De par leurs atouts, les CDO a tranche unique représentent actuellement la majorité des montages
de CDO synthétique. Dans un CDO traditionnel, ’arrangeur ne prend pas de risque : son role est
essentiellement le placement des tranches. Le risque est intégralement transféré aux investisseurs,



1. Description des produits dérivés de crédit étudiés dans la thése

par lintermédiaire du SPV. En revanche, dans un CDO & tranche unique, 'arrangeur devient la
contrepartie directe de I'investisseur du fait de 'absence de véhicule dans le montage. Il est donc
le vendeur du CDO et se porte ainsi acheteur de protection de crédit sur la tranche unique de
CDO qu’il vend, ce qui le rend vulnérable aux mouvements de spread de crédit sur le portefeuille
sous-jacent du CDO (risque de marché) ainsi qu’aux défauts sur ce portefeuille (risque de défaut).
Cela lui impose en général de couvrir sa position par des ventes de protection sur le marché des
CDS ou des opérations sur indices de CDS, dans des proportions qui lui permettent de retrouver
une position neutre. Nous comparerons dans le Chapitre [2| de cette thése différentes approches
pour la détermination pratique de ces ratios de couverture ou credit deltas.

1.4 Tranches de CDO standardisées

La coexistence entre les CDOs synthétiques et les indices de CDS liquides a tout naturelle-
ment conduit & la création de tranches d’indices CDS et donc de CDOs synthétiques standardisés.
Il est en effet possible, grace aux méthodes de titrisation de type CDO, de découper le risque de
crédit d’un indice CDS en plusieurs tranches de niveaux de subordination différents. Ces tranches
standardisées sont traitées sur le marché du crédit depuis fin 2003 et représentent aujourd’hui la
partie la plus liquide du marché des CDOs synthétiques & tranche unique. Les tranches standar-
disées ont eu des effets déterminants pour le développement du marché des CDOs synthétiques,
et ont permis notamment :

— une amélioration de la transparence du marché, puisque les prix (niveaux de prime) des
tranches sont cotés en continu.

— le développement d’une liquidité importante sur ces instruments, permettant d’acheter

comme de vendre de la protection moyennant des cotits de transaction réduits.

I’amélioration de la gestion du risque des investisseurs, qui peuvent désormais recourir &

une valorisation quotidienne.

— I’élargissement de la base d’investisseurs & de nouveaux intervenants tels que les hedge fonds

Les tranches standardisées peuvent aussi, compte-tenu de leur liquidité, étre utilisées par les
arrangeurs comme un outil de couverture dynamique des CDOs & tranche unique ou des tranches
bespoke de CDO. Les tranches standardisées les plus liquides ont pour portefeuille sous-jacent
les séries d’'indices iTraxx Europe et CDX.NA.IG qui sont composées de 125 entités de référence
de qualité investment grade. Cependant, ces deux indices n’ont pas été découpés de la méme
fagon. Hormis la tranche equity, les autres tranches sont différentes d’un indice a l'autre. Ces
différences sont illustrés par les Figures 2] et

Les conventions d’évaluation des tranches standardisés de CDO seront détaillées & la Section

du Chapitre

La création de tranches d’indices CDS constitue une véritable révolution pour 1’évaluation
et la gestion des risques des tranches de CDOs synthétiques. En effet, il est possible d’observer,
pour des maturités différentes, les prix de plusieurs tranches liées a différents indices. Suite a
I’augmentation de la transparence et de la liquidité sur ce marché, il aura fallu peu de temps
avant de voir apparaitre un modeéle faisant office de standard de marché pour I’évaluation des
tranches standardisées. L’idée de base est de déterminer, & 'aide des prix de marché et d'un
modéle & facteur, le niveau de corrélation implicite de chacune de ces tranches standardisées.
Remarquons que la corrélation implicite est I’analogue de la volatilité implicite relative aux op-
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FIGURE 3 — Tranches de CDO standardisés sur 'indice CDX North America.

tions sur le marché action. Ainsi, la corrélation implicite est devenue un standard de marché en
termes d’évaluation et de communication pour les différents investisseurs.

D’un point de vue quantitatif, le standard de marché utilisé pour le calcul de la corrélation
implicite d'une tranche standardisée est un modéle a facteur gaussien (décrit au Chapitre 1] de
cette thése). A partir de ce modeéle, deux mesures différentes de corrélation implicite ont été
développées : la compound correlation et la base correlation. Une des caractéristiques essentielles
de cette pratique est qu’il est impossible d’évaluer l'intégralité des tranches standardisées d’un
indice CDS en utilisant le méme niveau de compound correlation ou de base correlation. Ce phé-
nomeéne est connu sous le nom de smile ou skew de corrélation.

Si 'on se donne pour exemple I'indice iTraxx, le principe étant le méme pour indice CDX,
la structure de compound correlation est définie par ’ensemble des paramétres de corrélation
implicites correspondant aux tranches négociées, i.e les tranches [0-3%)], [3-6%], [6-9%], [9-12%)]
et [12-20%]. La structure de base correlation est définie comme ’ensemble des paramétres de
corrélation implicite correspondant aux tranches virtuelles (aussi appelées base tranches) [0-3%)],
[0-6%], [0-9%], [0-12%)] et [0-20%]. Contrairement aux paramétres implicites de type compound
correlation, les parameétres implicites de type base correlation ont 'avantage d’étre uniques lors-
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2. Annonce du plan el problématique

qu’ils existentﬂ. Cette caractéristique a clairement favorisé ’emploi de la base correlation en
pratique, bien que sa détermination ne soit pas si évidente compte tenu de la complexité des flux
de capitaux sur la jambe de prime[ﬂ.

Les tranches standardisées sont devenues de véritables benchmarks du marché des CDOs
synthétiques. Elles reflétent notamment la vision du marché en termes de risque systématique et
idiosyncratique, les effets de liquidité et la relation entre 'offre et la demande. De plus, I'infor-
mation fournie par les cotations des tranches standardisées peut étre utilisée pour ’'évaluation
et la couverture des tranches bespokes.

2 Annonce du plan et problématique

Lorsque l'on s’intéresse & la gestion, & ’évaluation et donc a la modélisation des tranches
de CDO, il est frappant de remarquer la profusion des approches proposéesﬂ Contrairement
au marché des dérivés sur actions ou sur taux d’intérét, aucune de ces approches ne peut pré-
tendre étre a la fois la référence académique et industrielle. Cependant, malgré un certain nombre
de mises en garde provenant du monde universitaire, les praticiens continuent pour la plupart
d’employer le modele & facteur gaussien associé a une structure de corrélation implicite de type
base correlation pour Iévaluation et la couverture des tranches de CDO. Parmi les défaillances
communément admises, on peut citer le caractére statique de la copule gaussienne, i.e le manque
de réalisme de la dynamique de la perte agrégée et des spreads de crédit ou bien la dissociation
entre I’évaluation et la couverture, alors que ce rapprochement constitue I'un des piliers fonda-
teurs de la théorie financiére moderne. De plus, une méthode fréquemment employée concernant
la gestion de tranches bespokes consiste a extrapoler la courbe des bases correlations (seulement
5 paramétres de corrélation implicites, un pour chaque tranche standardisée) sur Uintégralité de
la structure du capital. Une variété de méthodes d’interpolation plus ou moins complexes a été
développée dans ce sens par les praticiens et peuvent dans certains cas générer des opportunités
d’arbitrage évidentes. Remarquons de plus que la détermination des corrélations implicites de
type base correlation n’est pas un probléme trivial au vue de la complexité des flux de capitaux
sur la jambe de prime et l'utilisation d’hypothéses plus ou moins arbitraires sur les taux de
recouvrement.

Ce travail de thése est centré sur la gestion des tranches de CDO synthétique. Cela inclut no-
tamment les tranches standardisées de CDO sur indice et les tranches bespokes de CDO. Nous ne
traiterons pas spécifiquement des produits structurés plus exotiques dont les cash-flows reposent
sur la loi jointe multi-temporelle de la perte agrégée, tels que les options sur tranches de CDO,
les CDO a effet retardé (forward starting CDO), ou les leverage tranches. Les produits a effet
de levier comme les CDO square (CDO?) et les CPDO (Constant Proportion Debt Obligations)
seront également écartés de notre étudef’]

De plus, nous nous concentrerons sur les méthodes d’évaluation basées sur un modele a partir

2. Notons que ce dernier résultat a été prouvé formellement par Burtschell et al.| (2008) et sera détaillé avec
précaution dans le chapitre [2| de cette thése.

3. Voir par exemple |Gregory et Laurent| (2008) pour plus de détails sur ce point.

4. Pour donner un exemple concret, chaque semaine, une dizaine d’articles environ sont mis en ligne publique-
ment sur le site web http ://www.defaultrisk.com/ et traitent plus ou moins directement de ce sujet.

5. Notons de plus que l'existence de ces derniers produits est compromise en raison de la récente crise du
crédit.
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duquel la prime d’une tranche de CDO peut étre déterminée en égalisant la valeur actuelle de
la jambe de prime et la valeur actuelle de la jambe de défaut, sous une mesure risque neutre
donnée. Cela permet a priori d’éviter les problémes d’opportunité d’arbitrage, tels que des prix
de tranchletﬁ négatifs. Ainsi, nous ne détaillerons pas les diverses techniques d’interpolation uti-
lisées pour I’évaluation des tranches bespokes & partir d’une structure de base correlation issue de
cotations de tranches standardisées et nous renvoyons le lecteur intéressé a ’article de |Gregory
et Laurent| (2008) et aux références qu’il comporte.

Deux types de modéles concurrents peuvent étre considérés lorsque 'on s’intéresse & la gestion
des tranches de CDO : les modéles bottom-up et les modeéles top-down. En sciences actuarielles,
ces deux approches sont connus sous le nom des modéles individuels et des modéles collectifs.
Dans 'approche bottom-up, la dynamique de la perte agrégée est déduite de la spécification in-
dividuelle de la dynamique des entités du portefeuille tandis que dans approche top-down, la
dynamique de la perte est directement spécifiée, la dynamique individuelle des défauts des entités
du portefeuille pouvant étre déduite par des techniques de random thinning. Les précurseurs de
ces techniques dans le domaine du créedit sont |Giesecke et Goldberg (2006)).

L’approche bottom-up posséde clairement des avantages comparée & I’approche top-down. En
effet, contrairement & U'approche top-down, la prise en compte de I’hétérogénéité entre les noms
se fait naturellement. Notons par exemple que la montée brutale des spreads sur la tranche equity
de l'indice CDX en Mai 2005 est le fruit d’un risque idiosyncratique élevé di aux difficultés de
General Motors. La procédure random thinning fournit seulement une réponse partielle au pro-
bléme de I’hétérogénéité dans ’approche top-down : les noms qui ont une probabilité marginale
de défaut plus élevée ont plus de chance de faire défaut en premier mais le changement attendu
sur l'intensité de la perte ne dépend pas du nom qui a fait défaut, comme on peut le pressentir.
En particulier, pour un certain nombre de modéles appartenant & cette classe, l'intensité de la
perte ne converge pas vers zero lorsque le nombre de survivants s’amenuise. Cela peut entrainer
des probabilités faibles mais positives de pertes qui excédent la valeur nominale du portefeuillem
De plus, la couverture du risque gamina idiosyncratique[ﬂ qui est une procédure importante de la
gestion du risque des tranches standardisées, ne peut étre prise en compte convenablement par
I’approche “top-down”.

Néanmoins, les modeéles bottom-up ont également certaines limites lorsqu’il s’agit d’évaluer
des produits exotiques tels que les options sur tranches de CDO ou les forward starting CDO
pour lesquels la dynamique de la perte agrégée se doit d’étre suffisamment réaliste. L'utilisation
de modéles bottom-up statiques est bien souvent le colit & payer en pratique lorsque ’on cherche
prioritairement & prendre en compte 'hétérogénéité des spreads de crédit pour des portefeuilles
de grande taille. Ainsi, étant donné que nous étudions dans cette thése les tranches de CDO
synthétique dont I’évaluation repose uniquement sur les lois marginales de la perte, nous privi-
légierons autant que possible I'approche bottom-up qui semble préférable dans ce cas. Pour une
comparaison méticuleuse de ces deux approches concurrentes, le lecteur est renvoyé a 'article de
Giesecke, (2008)).

6. Tranche bespoke [k, k + 1%] avec k entier.

7. Cas d’'un processus Poisson composé par exemple.

8. risque de dérive des performances des ratios de couverture lorsque ’on cherche & répliquer I’évolution des
valeurs de marché d’une tranche de CDO avec les CDS individuels sous-jacents.
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2. Annonce du plan el problématique

Ainsi, au vu du nombre impressionnant de modéles d’évaluationﬂ de tranches de CDO déve-
loppés aussi bien par le monde académique que par les praticiens, une perspective intéressante
serait de présenter et d’analyser un certain nombre d’entre eux au moyen d’un cadre unifié,
notamment du point de vue de la structure de dépendance des temps de défaut.

2.1 Premiére partie : analyse du risque des tranches de CDO dans les modéles
a facteur

La premiére partie de cette thése traite de 'analyse du risque des tranches de CDO dans le
cadre des modéles a facteur.

Les modéles a facteur sont utilisés depuis longtemps en finance dans le but de modéliser des
rendements d’actions ou de fonds mutuels. Ils constituent également une classe trés importante
de modeles du point de vue de la gestion du risque de crédit. En effet, 'approche IRB (Internal
Rating Based Approach) de la norme prudentielle Béle II préconise ’emploi de ces modeéles pour
la détermination du niveau minimal de fonds propres réglementaires. Cette approche dite avan-
cée (premier pilier de Bale 2) permet aux institutions financiéres qui possédent suffisamment de
moyens d’utiliser leur propre méthode d’estimation du risque de défaut inhérent & leur activité de
crédit. [Crouhy et al.[(2000), Finger| (2001), (Gordy| (2000), Gordy| (2003)), [Wilson| (1997a), Wilson
(1997b) ou [Frey et McNeil| (2003)) ont notamment contribué au succes et au développement de
cette approche et a sa mise en ceuvre dans le cadre de la réglementation Bale II.

Dans cette classe de modéles, les temps de défaut sont supposés étre indépendants condi-
tionnellement & un facteur de petite dimension. Nous verrons que cette approche n’est pas si
restrictive puisqu’elle inclut en particulier les modéles a facteur basés sur des fonctions copules,
les modéles Poisson multivariés, les modéles structurels et certains modéles a intensité. De plus,
dans le cas homogeéne ou les événements de défauts sont échangeables, 'existence d’un facteur
unique est une simple conséquence du théoréme de De Finetti. D’un point de vue théorique, la clé
de votte de toutes ces approches est la loi de la probabilité conditionnelle de défaut (condition-
nelle au facteur). Connaissant cette loi, il est possible de déterminer sans ambiguité les primes de
tranches de CDO de maniére semi-analytique. On peut également déduire des approximations de
la loi de la perte pour des portefeuilles infiniment granulaires. Dans ce cas, le calcul des primes
est réduit & une simple intégration numérique.

Remarquons de plus que I’approche factorielle est presque inévitable lorsque I'on s’intéresse a
la modélisation de portefeuilles de grande taille, ol la parcimonie des paramétres est un enjeu ma-
jeur compte tenu des problémes de sur-calibration (plus de parameétres a calibrer que de données
disponibles). Considérons par exemple le cas de la copule gaussienne. Le nombre de paramétres
nécessaires pour décrire cette structure de dépendance augmente de maniére polynomiale, c’est
a dire en n?, si n désigne le nombre d’entités dans le portefeuille. Dans le cas d’une hypothése
factorielle, ce nombre évolue linéairement.

L’approche factorielle constitue un cadre adapté a I'analyse de la dépendance et & 1’étude
de ses effets sur le niveau des primes des tranches de CDO ou sur certaines mesures de risque

9. Pour une synthése détaillée des différentes approches développées pour la gestion du risque de crédit, le
lecteur est renvoyé aux livres de Duffie et Singleton| (2003), |Schénbucher| (2003)), |Bielecki et Rutkowski (2004),
Lando| (2004), Das| (2005)), Lipton et Rennie| (2008)), |Cont| (2008)), Meissner| (2008]).
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relatives & la perte agrégée du portefeuille de crédit.

La premiére partie est divisée en deux chapitres.

Premier Chapitre

Le premier chapitre, qui s’appuie largement sur 'article de|Cousin et Laurent| (2008¢), consiste
en une revue méticuleuse des principaux modéles a facteur développés récemment pour 1’évalua-
tion des tranches de CDO. Notons que ces modéles proviennent aussi bien du monde académique
que du monde industriel.

De nombreux articles proposent des synthéses, des discussions ou des extensions de modéles
a facteur pour I’évaluation de tranches de CDO. On peut citer notamment, Andersen et Sidenius
(2005a), |Andersen et Sidenius| (2005b)), Finger| (2005), [Burtschell et al.| (2007), [Burtschell et al.
(2008)), Cousin et Laurent| (2008a) et (Cousin et Laurent| (2008c|). Ce chapitre de synthése adopte
une démarche originale et propose de présenter les modéles & facteur d’une maniére unifiée. Cela
permet entre autre d’y inclure les modéles structurels, les modéles Poisson multivariés et les
modéles & intensité affine. De plus, plusieurs aspects comme, ’analyse de la compatibilité des
modéles & facteur ou les méthodes d’approximation de la loi mélange dans les modéles affines,
sont inédits. Ce chapitre fournit également une comparaison des différentes approches par rap-
port a leur performance du point de vue de la calibration. Enfin, il s’agit aussi d’établir une mise
& jour récente de la bibliographie dans ce domaine.

Le chapitre est découpé en deux sections. Dans la premiére section, nous établirons les ca-
ractéristiques communes des modeéles & facteur sous 'angle de I’évaluation des tranches de CDO.
Nous présenterons en particulier le calcul des primes a partir des lois marginales de la perte
agrégée, les différentes méthodes de détermination de ces lois dans un modéle & facteur, la repré-
sentation & facteur associée au théoréme de De Finetti dans le cas de portefeuilles homogénes,
I’approximation de la perte dans le cas de portefeuilles infiniment granulaires. Nous analyserons
également le probléme primordial de I'identification ou de la compatibilité des modéles & facteur
aux données de marché. La seconde section réalise une synthése des principaux modéles & facteur.
Cette section inclut les modeéles basés sur des fonctions copules, les modéles structurels multiva-
riés, les modeéles Poisson multivariés et les modéles & intensité basés sur des processus de Cox.
En ce qui concerne les modéles associés & des fonctions copules, nous traiterons particuliérement
des copules a facteur additif et de certaines de leurs extensions pour lesquelles le paramétre de
dépendance est stochastique. Nous considérerons également la classe des copules archimédiennes.
Pour chacune de ces approches, nous donnerons ’expression de la probabilité conditionnelle de
défaut et nous effectuerons une bréve analyse de la dépendance. Nous mettrons également en
evidence les performances de chaque modéle du point de vue de la calibration.

Second Chapitre

Le second chapitre a pour but d’analyser ’effet de la dépendance sur le niveau des primes de
tranches de CDO ou sur certaines mesures de risque sur la perte agrégée. Nous nous placons dans
le cadre des modéles individuels de risque ou approches bottom-up qui englobent en particulier
la classe des modeéles a facteur.
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2. Annonce du plan el problématique

Notre étude s’appuie sur des résultats issus de la théorie des ordres stochastiques qui a connu
récemment un large développement notamment dans le champ d’application des sciences ac-
tuarielles mais aussi dans les modéles individuels de risque. L’ordre supermodulaire a recu une
attention particuliére puisqu’il conduit & des résultats de comparaison intéressant au niveau de
la perte agrégée. [Bauerle et Miiller| (1998) et [Miiller| (1997) explorent 'application des ordres
stochastiques multivariés pour ’analyse du risque de la perte agrégée pour plusieurs modeéles de
dépendance. Béauerle et Miiller| (2005) établissent la compatibilité de certains ordres stochastiques
univariés avec les mesures convexes de risque. L’ordre supermodulaire et ses applications sont
traités spécifiquement par Bauerle| (1997) et Miller et Scarsini (2000).

Plusieurs articles comme ceux de Dhaene et Goovaerts| (1997) et |Cossette et al.[(2002) s’inté-
ressent & la modélisation et & I'analyse de la dépendance dans les modéles individuels de risque.
Dans le contexte de la gestion du risque des tranches de CDO, Burtschell et al.| (2007), Burtschell
et al.| (2008)) établissent la monotonie des primes en fonction des paramétres de dépendance dans
plusieurs modeles & facteur basés sur des fonctions copules. |Cousin et Laurent, (2008a)) étendent
ces derniers résultats dans le cas ou les temps de défaut sont échangeables. Ils montrent en
particulier que 'on peut caractériser dans ce cas ’ordre supermodulaire grace & un critére de
comparaison sur les probabilités conditionnelles de défaut. De plus, ils étendent 'analyse de la
dépendance & des classes plus larges de modeéles a facteur. D’autres résultats de comparaison
exploitables dans le cadre des modeles & facteur ont été développés par Denuit et Frostig| (2007).
Schmock et Bauerle (2007)) obtiennent également des résultats de comparaison basés sur la notion
d’associativité pour un vecteur aléatoire. Leur travaux aboutit sur une étude théorique de I'im-
pact de la dépendance sur les primes de tranche de CDO dans la classe des modeéles & intensité.
Cependant, leur résultat ne permet que d’établir des comparaisons avec un portefeuille de crédit
ou les défauts sont indépendants.

Ce chapitre, fortement inspiré de |Cousin et Laurent| (2008al) mais également de |Cousin et
Laurent (2008c), Burtschell et al. (2007)) et [Burtschell et al. (2008), est divisé en quatres sec-
tions. Nous rappellerons dans la premiére section les définitions des ordres stochastiques que
nous serons amenés a utiliser par la suite ainsi que certaines propriétés classiques associées. Nous
insisterons en particulier sur les applications concernant la comparaison des risques dans les mo-
déles individuels. Dans la deuxiéme section, nous analyserons 'impact du niveau de dépendance
sur les primes de tranche de CDO dans plusieurs états théoriques de la structure de dépendance.
Nous examinerons notamment le cas de la comonotonie, celui de 'indépendance mais également
I’hypothése d’'un portefeuille infiniment granulaire. La troisiéme section est consacrée au cas
d’un portefeuille échangeable. Rappelons que d’aprés le Théoréme de De Finetti, une suite de
variable aléatoire de Bernoulli échangeables peut étre associée a un facteur mélange ou probabi-
lité mélange. Nous caractériserons dans cette section 'ordre supermodulaire pour les vecteurs de
Bernoulli échangeables a 1’aide d’un critére de comparaison sur les probabilités mélanges. Enfin,
dans la derniére section, nous verrons que les résultats développés dans les sections précédentes
peuvent étre appliqués aisément & 'analyse de la dépendance dans les modéles a facteur. Nous
reprendrons un 4 un la plupart des modéles & facteur présentés au premier chapitre en montrant
dans chaque cas l'effet des paramétres de corrélation sur le niveau des primes de tranches de
CDO et sur les mesures de risque convexe sur la perte agrégée.
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2.2 Seconde partie : couverture des tranches de CDO

De maniére surprenante, nous pouvons constater que les modéles d’évaluation reliant le prix
des tranches au cotit d’une stratégie de réplication dynamique ont été explorés aprés que le mo-
déle & facteur gaussien est devenu le standard de marché. Cette dissemblance avec le marché
des dérivés sur actions et sur taux d’intérét peut clairement apparaitre comme une faiblesse et
il est raisonnable d’imaginer que des recherches futures s’attacheront & réunifier ’évaluation et
la couverture.

Les méthodes de couverture employées par les intervenants de marché dans le but de gérer
les risques associés aux tranches de CDO sont relativement simples. Etant donné un outil d’éva-
luation comme le modéle & facteur gaussien couplé & une structure de base correlation, il s’agit
de calculer des sensibilités au prix des tranches par rapport & des données ou des paramétres
de marché, tels que les spreads de crédit des entités du portefeuille sous-jacent. Ces sensibilités
ou ratios de couverture permettent d’établir les montants nominaux des positions prises sur les
entités du portefeuille de couverture. Par exemple, si I'on souhaite couvrir le risque de spread
d’une vente de protectionm sur une tranche de CDO, des achats de protectionm sont effectués
sur les CDS sous-jacents pour un montant égal au ratio de couverture correspondant. Habituel-
lement, ces positions sont mises & jour sur une base quotidienne. Ainsi, le principal intérét de
cette méthode est de compenser localement Deffet des petites fluctuations des spreads de crédit.
Notons de plus que le risque de défaut fait I’objet d’un traitement spécifique puisqu’il est couvert
en général au moyen d’une politique de réserve.

En conséquence, le risque de spreads dit du “premier ordre”, est couvert localement par les
CDS constituant le portefeuille de synthése mais peut également étre couvert par l'indice lui-
méme lorsque le risque idiosyncratique ne semble pas trop élevé. D’autres risques dits du “second
ordre”, tels que le risque gamma idiosyncratique, le risque gamma systématique@ ou le risque
de corrélation peuvent étre contr6lés en combinant différentes tranches liquides de CDO sur in-
dice. [Petrelli et al.| (2007) effectuent une analyse méticuleuse des stratégies les plus populaires
concernant la couverture des tranches de CDO par des techniques basées sur de petits écarts
de spread. Ils montrent en particulier que ces méthodes de couverture peuvent conduire & des
résultats inattendus compte tenu de la complexité de la dynamique de la structure du capital.
Patel (2007) met également en évidence des problémes similaires.

1l existe en fait deux approches lorsque 'on s’intéresse a la couverture locale du risque de
spread avec un modeéle & facteur gaussien couplé a une structure de base correlation : la régle
sticky strike et la régle sticky delta@ Dans l'approche sticky strike, la structure de base corre-
lation n’est pas modifiée & la suite de I’écart effectué sur la courbe des spreads de crédit tandis
que 'approche sticky delta met & jour la structure de base correlation et prend donc en compte
le changement de la moneyness de la tranche. Par exemple, la tranche equity devient plus junior
lorsque les spreads augmentent, ce qui tend & diminuer le parametre de corrélation implicite
correspondant. Ainsi, pour cette tranche, le ratio de couverture sticky delta est inférieur a celui

10. Position longue en corrélation.

11. Position courte en corrélation.

12. Risque de dérive des performances des ratios de couverture lorsque l'on cherche a répliquer I'évolution des
valeurs de marché d’une tranche de CDO avec les CDS individuels sous-jacents (risque gamma idiosyncratique)
ou avec l'indice (risque gamma systématique).

13. La terminologie est empruntée au marché des dérivés sur actions et apparait dans la littérature avec Derman
(1999)).
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2. Annonce du plan el problématique

calculé selon la régle sticky strike.

Etant donnée la séparation naturelle entre lois marginales et structure de dépendance dans
les modéles basés sur des fonctions copulesEfL la prise en compte d’une nouvelle structure de base
correlation résulte nécessairement d’une relation arbitraire entre cette derniére et les spreads des
CDS sous-jacents. Il existe de ce fait plusieurs techniques traitant ce probléme. Nous renvoyons
le lecteur alJobst| (2007)) et Meissner et al.| (2008)) pour une discussion plus détaillée des méthodes
de couverture des tranches de CDO dans le cadre de la copule gaussienne.

Du point de vue numérique, Andersen et al. (2003), Gregory et Laurent| (2003), [Iscoe et
Kreinin| (2007)) développent des méthodes semi-analytiques pour le calcul de sensibilités avec la
copule gaussienne a un facteur. Brasch| (2004)), Joshi et Kainth| (2004)), Rott et Fries (2005)), |(Chen
et Glasserman| (2006) détaillent différentes méthodes basées sur des simulations de Monte Carlo,
améliorées et spécialement adaptées a ’évaluation et & la couverture des tranches de CDO. No-
tons que ces méthodes sont également applicables en dehors du cadre des modéles & facteur.

Plusieurs anomalies peuvent étre répertoriées lorsque ['on utilise ces derniéres méthodes pour
couvrir des tranches de CDO. Par exemple, Morgan et Mortensen| (2007)) montrent que les ratios
de couverture pour certaines tranches peuvent étre négatifs dans le cas d’'une structure de base
correlation fortement croissante. La couverture locale du risque de spread par des calculs de
sensibilité s’appliquent également & d’autres modeles basés sur des fonctions copules qui contrai-
rement a approche base correlation exclut toute opportunité d’arbitrage. Schloegl et al. (2008)
prouvent que dans ce cas, les sensibilités calculées sont nécessairement positives. Cependant, ils
mettent également en évidence 'existence de modéles pour lesquels ce phénoméne contre-intuitif
n’est pas impossible.

Une autre anomalie relative aux pratiques de marché a été dévoilée lors de la crise de Mars
2008 sur le marché des tranches standardisées. Durant cette période, les ratios de couverture
d’une tranche associés aux CDS individuels étaient anormalement dispersés, avec soit des deltas
trés faibles, soit des deltas trés élevés. Ce phénoméne peut étre expliqué par le fort niveau de
risque systématique ou de corrélation implicite durant cette période. L’intuition est claire lorsque
I'on considére le cas extréme du niveau de corrélation le plus élevé. Dans ce cas, les temps de
défaut sont comonotones et peuvent étre parfaitement ordonnés suivant leur niveau de spread.
Plus précisément, le défaut d’'un nom de spread élevé se produit nécessairement avant celui d’'un
nom de spread plus faible. Dans cette situation, une tranche mezzanine n’a aucune sensibilité
par rapport aux CDS de spreads supérieurs au nom dont la perte entame la tranche. De méme,
elle n’a aucune sensibilité par rapport aux CDS de spreads inférieurs au nom dont la perte finit
de consommer la tranche. Seuls les noms dont les spreads sont compris entre ces deux valeurs
critiques ont un delta positif, les autres noms ayant un delta nul. En pratique lorsque le niveau
de corrélation est élevé, 'allure des deltas par rapport au niveau des spreads est plus réguliére
et décrit une “bosse”. Ce phénomene est également illustré par |[Burtschell et al.| (2007) dans le
cadre d’un modéle & facteur gaussien ol le paramétre de corrélation est stochastique et traduit
parfois une situation de dépendance parfaite.

14. Voir section du chapitre [1| pour plus de détails sur les modéles basés sur des fonctions copules.
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Troisiéme Chapitre

Notre étude de la couverture est concentrée sur le risque de défaut, les spreads de crédit et la
dynamique de la dépendance étant gouvernés par ’arrivée des défauts. Nous détaillerons le calcul
des stratégies de couverture dynamiques relatives & un événement de défaut dans un modéle de
contagion. Les modéles de contagion ont été introduits dans le domaine du risque de crédit par
Davis et Lo| (2001), Jarrow et Yu| (2001) et également étudiés par [Yu| (2007). |Schonbucher et
Schubert| (2001)) montrent que les modéles basés sur des fonctions copules traduisent un phéno-
meéne de contagion et ils relient les changements de valeur des spreads de crédit a ’arrivée d’un
défaut aux dérivées partielles de la fonction copule. Il s’agit également de 'approche adoptée
par Bielecki et al.| (2007b) pour traiter le probléme de la couverture des dérivés de crédit. [Frey
et Backhaus| (2007b) s’intéressent également a la couverture des tranches de CDO dans le cadre
plus flexible d’un modéle de contagion markovien. Dans les modéles & copule, la contagion dérive
de la structure de dépendance des temps de défaut alors que dans les modéles de contagion, la
structure de dépendance des temps de défaut découle de la spécification de la dynamique des
intensités. Dans ces deux approches, les sauts de spreads se produisent uniquement aux instants
de défaut. Grace a cette hypothése assez simple et lorsque l'on exclut la possibilité de défauts
simultanés, il est possible de montrer que le marché des CDOs est complet : le payoff des tranches
de CDO peut étre parfaitement répliqué en négociant dynamiquement les CDS sous-jacents et
dans certains cas particuliers en négociant simplement I’indice.

Plus récemment, [Frey et Backhaus| (2007a)) étudient le probléme de la couverture des tranches
de CDO dans un contexte ou les défauts sont modélisés par une chaine de Markov traduisant
a la fois un effet de contagion et un risque de spread spécifique. Dans cette approche, si I'on
considére uniquement les CDS individuels & une maturité donnée sur le portefeuille sous-jacent,
le marché n’est plus complet. Frey et Backhaus (2007a)) utilisent alors des techniques de mini-
misation de l'erreur de couverture pour déterminer leur stratégies dynamiques de réplication.
En exploitant une technique similaire dans un cadre de marché incomplet, |[Elouerkhaoui| (2006)
adresse également le probléme de la couverture pour un modéle Poisson multivarié. Cependant,
I'implémentation pratique de ces méthodes peut s’avérer trés contraignante, en particulier lorsque
I’on cherche & calculer les ratios de couverture & différentes dates et dans différents états.

Dés qu’il s’agit de mettre en ceuvre des méthodes de couverture basées sur un modeéle d’éva-
luation, le probléme crucial de la calibration de la dynamique des défauts sur les données de
marché s’impose naturellement. La détermination des intensités d’une chaine de Markov simi-
laire & la notre & partir de spreads de tranches de CDO a été étudiée récemment par un certain
nombre d’auteurs. On peut citer notamment van der Voort (2006), Schonbucher| (2006)), |Arns-
dorf et Halperin| (2007)), De Koch et Kraft| (2007)), Epple et al. (2007), [Lopatin et Misirpashaev
(2007)), [Herbertsson (2007b), Herbertsson| (2007a) ou (Cont et Mincal (2008). Ces derniers papiers
ont pour but de développer une modélisation markovienne de la dynamique de la perte agrégée,
éventuellement associée & un marché incomplet, sans opportunité d’arbitrage et compatible avec
des prix de marché. Cependant, le probléme de la couverture dynamique et de son application
n’y est pas traité spécifiquement. Du point de vue de la couverture, I'un des avantages important
de notre approche est que les cotations de marché déterminent complétement la dynamique de la
perte agrégée, grace aux équations forward de Kolmogorov. Notre approche est analogue a celle
de Dupire (1994) qui déduit intégralement la dynamique des actions a ’aide des prix d’options
d’achat dans un modéle & volatilité locale. En conséquence, grace & cette caractéristique et &
la complétude du marché, on détermine sans ambiguité les stratégies dynamiques de réplication
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des tranches de CDO.

Ce chapitre, nettement inspiré des articles de Laurent et al| (2007)) et |Cousin et Laurent
(2008b), est divisé en six sections. Dans la premiére section, nous établirons les bases théoriques
du modéle de contagion, nous détaillerons certaines hypothéses de marché et nous présenterons
un théoréme de représentation de martingales pour des processus ponctuels multivariés. Nous
montrerons en particulier que sous 'hypothése d’absence de défauts simultanés, le marché est
complet et il est possible de répliquer parfaitement le payoff de tout actif dont les cash-flows
dépendent uniquement de I'arrivée de défauts dans un portefeuille de crédit. Afin de déterminer
concrétement les stratégies de réplication, nous nous restreindrons dans la deuxiéme section au
cadre des modeles de contagion markoviens homogénes, ce qui entraine une réduction considé-
rable de la dimension du probléme et permet d’entrevoir sa mise en application. Nous verrons
notamment que, dans ce cas, le processus de la perte agrégée est simplement une chaine de
Markov ou plus précisément un processus de naissance pur (selon la terminologie de Karlin et
Taylor| (1975)) et qu’il est possible de dupliquer parfaitement le payoff d’une tranche de CDO
avec ceux de 'indice CDS et de actif sans risque. La troisiéme section abordera le probléme de
la calibration de la chaine de Markov sous plusieurs angles : calibration & partir de la surface de
perte (loss surface) compléte, calibration & partir de la loi marginale du nombre de défauts a une
maturité fixée ou calibration directe & partir de quelques prix de tranches. Dans la quatriéme
section, nous montrerons que la chaine de Markov de la perte agrégée peut simplement étre re-
présentée & ’aide d’un arbre binomial recombinant. Nous y décrirons les cash-flows des tranches
de CDO, de l'indice, I’évaluation de ces produits et la détermination des credit deltas dans les
nceuds de I'arbre. Les deux derniéres sections sont consacrées a 'application de cette méthode
a la couverture dynamique des tranches standardisées de CDO. La cinquiéme section présentera
la dynamique des stratégies de couverture pour un arbre calibré sur une distribution de la perte
générée par la copule gaussienne. Nous analyserons en particulier la dépendance des ratios de
couverture par rapport au taux de recouvrement et par rapport au parameétre de corrélation as-
socié & la copule gaussienne. Nous présenterons enfin dans la derniére section les deltas calculés
dans un arbre calibré sur une structure de base correlation issue de données de marché. Nous
comparerons ces derniers résultats avec les deltas obtenus par la pratique standard de marché et
les deltas récemment calculés dans d’autres approches par |Arnsdorf et Halperin| (2007), Eckner
(2007) et [Feldhiitter| (2008]).
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Premiére partie

Analyse du risque des tranches de CDO
dans les modeéles a facteur
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Chapitre 1

Les modéles a facteur pour 1’évaluation
de tranches de CDO

Les modéles a facteur sont utilisés depuis longtemps en finance dans le but de modéliser des
rendements d’action ou de fonds mutuels. Ils constituent également une classe trés importante de
modéles du point de vue de la gestion du risque de crédit. En effet, la réglementation Bale II dans
le cadre de approche IRB (Internal Rating Based Approach) préconise notamment ’emploi de
ces modeéles pour la détermination du montant minimal de fonds propres réglementaires. |Crouhy
et al.| (2000), Finger (2001)), Gordy (2000)), Gordy| (2003)), Wilson| (1997a)), [Wilson| (1997b) ou
Frey et McNeil (2003) ont notamment contribué au succés et au développement de cette approche
dans le cadre de la mise en pratique de la réglementation Bale II.

Le succés de 'approche factorielle pour la modélisation de la dépendance d’un portefeuille
de crédit repose sur plusieurs critéres. D’abord, les modéles a facteur sont a la fois compréhen-
sibles et faciles & manipuler : les instants de défaut sont des variables aléatoires conditionnement
indépendantes. De plus, l'intuition économique est respectée dans la mesure ou la dépendance
provient d’un risque systématique, risque que ’on peut associer par exemple & une évolution défa-
vorable de variables macro-économiques augmentant le risque de défaut d’un ensemble d’entités.
Enfin, la distribution de la perte agrégée peut étre déterminée par des méthodes semi-analytiques.
Pykhtin et Dev| (2002) proposent de calculer la distribution de la perte a partir de sa fonction
caractéristique. Cette idée a ensuite été développée par (Gregory et Laurent| (2003) et Laurent
et Gregory (2005) dans le cadre de I’évaluation des tranches de CDO. Dans ce contexte, des
algorithmes récursifs issus de méthodes actuarielles ont été introduits par Andersen et al.| (2003))
et étendus ensuite par [Hull et White| (2004]).

De nombreux articles proposent des revues, des discussions ou des extensions de modéles a
facteur pour l’évaluation de tranches de CDO, notamment |Andersen et Sidenius| (2005a)), Ander-
sen et Sideniug| (2005b)), Finger| (2005), Burtschell et al. (2007)), Burtschell et al.| (2008]) et \Cousin
et Laurent| (2008c).

Ce chapitre est basé sur ce dernier article et a pour objet de présenter une synthése des
modeles & facteur pour I'évaluation de tranches de CDO. La premiére section traitera spé-
cifiquement de ’évaluation des tranches de CDO dans les modéles & facteur. Nous détaillerons
notamment le calcul du spread et de la valeur de marché d’une tranche de CDO sans introduire
de modéle au préalable et en supposant simplement que la distribution de la perte agrégée est
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Chapitre 1. Les modéles & facteur pour I’évaluation de tranches de CDO

connue. Nous présenterons ensuite les principales méthodes de calcul de la distribution de la
perte agrégée. Enfin, nous analyserons le probléme de la compatibilité des modeéles a facteur
avec les données de marché. Dans ce chapitre, nous insisterons sur le réle prépondérant de la
probabilité conditionnelle de défaut ou “probabilité mélange”. La seconde section consiste en
une revue des différents modeéles a facteur employés pour I’évaluation et la gestion des tranches
de CDO. Pour chaque classe de modéles, ’expression de la probabilité mélange est décrite et une
bréve analyse de la dépendance est menée. Nous proposons également de discuter des problémes
de calibration inhérents a la mise en ceuvre de chaque modéle.

1.1 Evaluation de tranches de CDO dans un modéle a facteur

Cette section a pour but de présenter I’évaluation d’une tranche de CDO dans un modéle
a facteur. Nous supposons qu’il existe une probabilité Q dite risque neutre issue d’un modéle
calibré sur le marché et excluant toute opportunité d’arbitrage. Toutes les variables aléatoires
rencontrées dans cette partie sont supposées étre définies dans ’espace de probabilité (€2, A, Q).

Une tranche de CDO est un produit structuré dont les cash-flows sont contingents aux défauts
associés & un portefeuille de créditﬁ]. Notons n le nombre d’entités composant le portefeuille de
référence et 7q,..., 7, les temps de défaut. Notons également F; la valeur nominale ou I'exposi-
tion associée au nom zm Lorsqu’un défaut survient, une partie seulement de la valeur nominale
de l'entité peut étre récupérée ou est recouvrée. Nous noterons R; le taux de recouvrement cor-
respondant au nom 4. Ainsi, la perte associée au défaut du nom i (loss given default) est égale a
Mi :Ei(lfRi),Z': 1,...,71.

1.1.1 Calcul du spread a partir de la distribution de la perte agrégée

Les cash-flows d’une tranche de CDO sont gouvernés par 1’évolution de la perte cumulée sur
le portefeuille de référence,

n
L= M;Di,, (1.1)
=1

ou Djy = 1y« est, a t fixé, une variable aléatoire de Bernoulli indiquant si le nom ¢ a fait
défaut avant la date tE]. Le montage d’une structure de CDO induit le découpage de la perte
agrégée en tranches de risques sur lesquelles il est proposé de la protection. Considérons par
exemple une tranche de CDO [a, b] de point d’attachement a, de point de détachement b et de
maturité T. Une tranche de CDO peut étre assimilée a un contrat bilatéral liant un acheteur de
protection et un vendeur de protection. Nous détaillons ci-dessous la description et I’évaluation
de la jambe de défaut ou default leg (flux versés par le vendeur de protection a l'acheteur de
protection) et de la jambe de prime ou premium leg (flux versés par 'acheteur de protection au
vendeur de protection).

15. Pour plus de détails sur le marché des CDO ou la description de leur cash-flows, le lecteur est invité a lire
Iintroduction de cette thése.

16. Les indices de CDS (Séries de I'iTtraxx ou de l'indice CDX) sont construits de sorte que chaque CDS
composant I'indice a le méme poids. Dans ce cas, les entités du portefeuille de référence ont la méme exposition
que l'on notera F.

17. La perte agrégée L. est un processus croissant a saut pur. De plus, & ¢ fixé, lorsque les M; sont déterministes
(ou lorsque ce sont des variables aléatoires discrétes) L; est une variable aléatoire discréte.
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1.1. Evaluation de tranches de CDO dans un modéle & facteur

Jambe de défaut

Le vendeur de protection s’engage a couvrir les pertes pour chaque défaut affectant la tranche
a, b] du portefeuille de référence. Plus précisément, les pertes cumulées sur la tranche [a, b], notées
) p p 3 p ) 3

Ll[fa’b} sont nulles lorsque L; < a, égales & Ly —a lorsque a < Ly < bet a b—a lorsque Ly > b. On
peut également remarquer que Ll[ta’b] = (L —a)t — (Lt — b)™. Le payoff de la perte affectant la
tranche [a, b] est celui d'un call-spread sur la perte agrégée (voir figure [1.1]).

b & FL‘

FIGURE 1.1 — Le payoff de la perte affectant la tranche [a,b] est celui d'un call-spread sur la
perte agrégée

Les paiements du vendeur de protection a ’acheteur de protection ont lieu & chaque instant ou
un défaut affecte la tranche [a, ] si ce dernier survient avant la maturité 7. Plus formellement,
s’il y a un défaut en £ < T', le montant de la transaction correspond exactement & I’incrément sur

le processus Ll[fa’b} ent,ie Lga’b] - Lga’b]. A titre illustratif, la figure représente une réalisation

du processus de la perte agrégée L; ainsi que la trajectoire associée du processus de perte Lga’b]

affectant la tranche de CDO [a, b].

Ly L[:ﬂ.-a']
Fy
L
. N
P — . I
b—g|-—— - oo . &
¢ ‘

FiGURE 1.2 — Une trajectoire de la perte agrégée L; et la trajectoire associée de LL‘“’]. Chaque

saut correspond au défaut d’un nom dans le portefeuille de référence et peut affecter la tranche
[a, b] §'il survient avant maturité.
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Chapitre 1. Les modéles & facteur pour I’évaluation de tranches de CDO

Par simplicité, nous supposons que le taux d’intérét & court terme r; est déterministe et nous
notons B; = exp (— fg rsds) le facteur d’actualisation a la date t. Les flux futurs actualisés
correspondant & la jambe de défaut peuvent s’écrire :

T n
/ Bar? =3 By, (Tl — L)1, oy, (1.2)
0 i=1

Remarquons que le processus Ll[ta’b] est croissant. En conséquence, en effectuant une intégration
par parties de Stieltjes et en appliquant le théoréme de Fubini, la valeur actuelle de la jambe de
défaut DL (Pespérance des flux futurs actualisés sous la mesure risque neutre) peut s’exprimer
ainsi :

T T
DL=FE [ / BtdLL“’b]] — ByE {Lg‘f”’}] + / rB/E {LL“’”} dt. (1.3)
0 0

Jambe de prime

L’acheteur de protection s’engage & verser périodiquement@ au vendeur de protection une
prime en contrepartie du risque couvert sur la tranche de CDO [a, b]. Notons 11, . ..,T), les dates
de paiement de primes avec T, =T et A; = T; — T;_; la durée de la ™€ période [T;_1,T;] (en
fraction d’année, avec la convention Tp = 0).

Le montant de la prime est proportionnel au spread S (ou prime par extension) exprimé en point

de base par an et au nominal restant sur la tranche égal 4 la quantité b —a — Ll[ta’b]

. Ainsi, le
paiement effectué par 'acheteur de protection est égal & SA; (b —a— Ll‘g’b]> a chaque date de
paiement de prime T;, ¢ = 1,...,p. Notons qu’il n'y a pas de paiement de prime a l’origine.@
En effet, chaque prime versée correspond au prix de la couverture pour la période qui vient de
s’écouler.

De plus, lorsqu’un défaut survient entre deux dates de paiement de primes et lorsque ce der-
nier affecte la tranche [a,b], le montant nominal restant sur la tranche diminue. Une prime
additionnelle ou coupon couru (accrued coupon) est donc versée au vendeur de protection afin de
compenser ce dernier de la variation du nominal restant. Par exemple si le nom j fait défaut en 7;

entre T;_1 et T}, le coupon couru associé est réglé en 7; et est égal & .S (7; — T;—1) (L[Ti’b} — LL‘;@)

Les flux futurs actualisés correspondants a la jambe de prime peuvent donc s’écrire :

zp: (BTL.SAI' (b —a— Llﬁi’b}) +/

i=1 Ti—1

T;
B;S (t — Ty_1) dL£a=b]> . (1.4)

En appliquant les mémes méthodes de calcul que pour la jambe de défaut, la valeur actuelle PL
de la jambe de prime peut s’exprimer de la maniére suivante :

PL =S PL" (1.5)

18. de maniére trimestrielle en général.
19. 1 bp = 1%(1%)=0.0001.
20. sauf cas particulier comme la tranche equity o une prime upfront est versée a ’origine.
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1.1. Evaluation de tranches de CDO dans un modéle & facteur

avec
PrY = Z (B (b-a—E[28]) + 40,) (16)
et ou T
AC; = Br, A;E [L[;fi"’}] —/ " Bi(1—r(t—T,1))E {LE“’E’]} dt. (1.7)
Ti—1

PL" désigne la valeur de la jambe de prime lorsque le spread est unitaire et fixé & 1 point
de baseErI. AC; est la valeur actuelle du coupon couru correspondant a la période [T;_1,T;].
Remarquons de plus que PL" peut se réécrire de la maniére suivante :

PL" = Z (BEAi (b—a)— / U Bl-n(t-T)E 2l dt) . (1.8)

i=1 Ti—1

Spread d’une tranche de CDO

Le spread courant S associé & la tranche de CDO est défini de telle sorte que le contrat entre
le vendeur de protection et I'acheteur de protection soit équitable, i.e la valeur actuelle de la
jambe de défaut doit correspondre & la valeur actuelle de la jambe de prime. Formellement, S
doit donc vérifier la relation :

S.PL"=DL (1.9)
ou DL et PL" sont décrits par les equations [I.3] et

Il est important de remarquer a ce stade que le spread ou la prime d’une tranche de CDO peut
étre entiérement déterminé par les espérances des pertes sur la tranche, E [Lk“b]], & plusieurs

horizons t. Il suffit donc de connaitre les lois marginales de la perte agrégée pour achever le calcul
du spreadf?]

Spread et valeur de marché d’une tranche de CDO sur indice

Sur le marché liquide des tranches de CDO sur indice (iTraxx ou CDX.NA.IG), il est possible
de prendre une position (achat ou vente de protection) & tout instant sur des tranches standar-
disées dont les caractéristiques n’évoluent que tous les 6 mois. Au début de chaque période de 6
mois, un spread contractuel noté S, est fixé pour chaque tranche et pour 'indice (et reste fixé sur
toute la durée de vie du contrat, c’est a dire 5 ans pour les tranches les plus liquides). Cependant
un certain nombre de facteurs agissent sur 'offre et la demande de protection et impacte le prix
ou la valeur de marché de tels contrats. Parmi les plus caractéristiques, on peut citer la diminu-
tion de la durée de protection lorsque la maturité approche, ’évolution des taux d’intérét mais
surtout la dégradation de la qualité financiére des entités de référence. Comme pour le marché
obligataire, cette évolution en valeur de marché des tranches de CDO et de ’indice est traduite
par des cotations en spreads de marché. Nous détaillons ci-dessous la relation entre valeur de

21. Dans la littérature cette quantité est également notée PV 01.

22. En particulier, le spread d’une tranche de CDO ne dépend pas des lois jointes inter-temporelles de la perte
agrégée comme par exemple la loi de (L¢,, ..., Li,) pour ¢ > 2 et t1 < --- < t,. Notons que cela n’est pas valable
pour des produits plus exotiques tels que les forward starting CDOs ou les options sur tranches de CDO par
exemple.
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Chapitre 1. Les modéles & facteur pour I’évaluation de tranches de CDO

marché et spread de marché.

Si l'on note par DL; et PL} la valeur en t de la jambe de défaut et celle (resp.) de la jambe de
prime unitaire@, la valeur de marché MTM; en t d’une position courte (achat de protection)
sur une tranche de CDO ou sur l'indice s’écrit :

MTM; = DLy — S.- PL}, (1.10)
ou S, est le spread contractuel. Rappelons que le spread en t que l'on note S; peut étre théori-
quement déterminé par la relation [I.9] La valeur de marché en ¢ d’une tranche peut donc étre
exprimée en fonction de 1’écart Sy — S. entre le spread actuel et le spread contractuel de la
maniére suivante :

MTM, = PL* (S, — S.). (1.11)

On peut remarquer qu’a lorigine du contrat, en t = 0, Sy = S, et la valeur de marché est nulle
par définition, i.e DLg — S. - PL§ = 0.

Les spreads de tranches de CDO sur indice sont cotés en points de base par an (bps per annum,).
Cependant, les conventions de marché sont légérement différentes en ce qui concerne les tranches
equity (tranche [0,b] avec 0 < b < 100%). En effet, étant donné le risque relatif & ces tranches
qui supportent les premiéres pertes, le spread est fixé 4 500 bps et le vendeur de protection recoit
une prime additionnelle a l'origine (une prime upfront) proportionnelle a la taille de la tranche
(b ici). Cette prime upfront que ’on note UP est déterminée de sorte que le contrat soit “juste”
initialement et vérifie donc la relation suivante :

b-UP+500-PL"Y=DL (1.12)
Pour les tranches equity, les primes upfront sont cotées en pourcentage. Le tableau relate les
cotations des spreads de tranche de CDO sur I'indice iTraxx Europe le 30 Aotit 2005 pour les
maturités 5 et 10 ans. Naturellement, les spreads sont plus élevés pour les protections sur 10 ans
que pour les protections sur 5 ans. La table relate le niveau des spreads & la méme date mais
pour les tranches de CDO sur l'indice CDX nord américain.

tranches de CDO | [0,3%] | [3%,6%] | [6%,9%] | [9%,12%] | [12%,22%] | Index
maturité 5 ans 24% 81 26.5 15 9 36
maturité 10 ans 53% 395 90 52 29 58

TABLE 1.1 — Spreads (en point de base par an) des tranches standardisées de CDO sur l'indice
iTraxx Europe, source Hull et White, (2006)

tranches de CDO

maturité 5 ans

[0,3%]
40%

3%, 7%
127

Index
50

(7%, 10%]
35.5

[10%, 15%]
20.5

[15%, 30%]
9.5

TABLE 1.2 — Spreads (en point de base par an) des tranches standardisées de CDO sur I'indice
CDX IG North America, source Hull et White, (2006])

23. DL, (resp. PL}) peut étre déterminé par la relation (resp. [1.8) ofi instant initial (date 0) est remplacé
par la date d’observation ¢.
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1.1. Evaluation de tranches de CDO dans un modéle & facteur

La figure relate 1’évolution des spreads de I'indice iTraxx Europe@ entre Mai 2007 et Mai
2008. 1l est intéressant de remarquer les effets de la crise du crédit sur le niveau des spreads.
Observons en particulier 'agitation des spreads depuis 1'été 2007. Notons également les pics
d’Aofit 2007 et de Mars 2008 ou les spreads ont atteint le niveau record de 160 bps.

165 4

FIGURE 1.3 — Evolution des spreads en point de base par an de I'indice iTraxx Europe de maturité
5 ans (séries 7, 8 et 9), source Markit.

Nous avons vu dans cette section que le spread d’une tranche de CDO peut étre exprimé en
fonction des lois marginales de la perte agrégée. Dans la section suivante, nous nous plagons
dans le cadre des modéles a facteur et nous proposons plusieurs méthodes numériques de calcul
de la distribution de la perte agrégeée.

1.1.2 Loi de la perte agrégée dans un modéle a facteur

La loi de la perte agrégée peut étre calculée de facon relativement aisée dans le cadre des
modéles a facteur. En fait, il existe plusieurs méthodes ou algorithmes numériques relatifs a ce
probléme. Un certain nombre d’entre eux dérivent de méthodes issues des sciences actuarielles,
d’autres ont été spécifiquement développés ou adaptés pour ’évaluation des tranches de CDOs.
Si 'on n’émet aucune hypothése concernant la loi jointe des temps de défaut, le calcul de la
loi de la perte nécessite en pratique n intégrations numériques successives. L’intérét et le succés
pratique des modéles & facteur résident dans le fait que la complexité des calculs mis en ceuvre
est directement lié & la dimension du facteur.

Dans un modéle & facteur, les temps de défaut sont supposés étre conditionnellement indépen-
dants connaissant un facteur aléatoire V' de dimension 1. Au fil de ce chapitre, nous insisterons

24. A quelques petits détails prés, le spread d’un indice de CDS peut étre assimilé au spread d’'une tranche de
CDO [0,100%)] dont le portefeuille de référence est 'indice lui-méme.
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Chapitre 1. Les modéles & facteur pour I’évaluation de tranches de CDO

sur le role prépondérant joué par les probabilités conditionnelles de défaut pi‘v =Q(r <t|V),
1 = 1,...,n pour le calcul de la loi de la perte. Remarquons que ces derniéres quantités sont
simplement des fonctions déterministes du facteur et de ¢.

Les extensions au cadre multi-factoriel sont directes d’un point de vue de la modélisation
mais elles impliquent des procédures numériques plus lourdes. Néanmoins I’hypothése d'un mo-
dele mono-factoriel ne semble pas si restrictive en pratique comme le montre (Gossl (2007)) qui, a
partir d'une méthode de réduction de dimension (une analyse en composante principale), calcule
la loi de la perte avec une précision raisonnable.

Dans certains exemples décrits dans ce chapitre, le facteur V' pourra dépendre du temps, ce
qui est déterminant si I’on considére I’évaluation de certains produits de corrélation@ nécessi-
tant la loi jointe de la perte & différents horizons. Etant donné que ce chapitre se concentre sur
I’évaluation des tranches de CDO classiques, qui ne font intervenir que les lois marginales de la
perte, nous omettrons la dépendance temporelle du facteur pour simplifier les notations.

Nous supposons de plus pour le reste du chapitre que les taux de recouvrement R;,i =1,...,n
sont déterministes et nous nous concentrerons sur ’analyse de la dépendance entre les temps de
défaut.

Deux approches semblent dominées de par leur popularité, et leur simplicité de mise en
ceuvre. La premiére est basée sur I'inversion par FFT de la fonction caractéristique de la perte
et la seconde repose sur un algorithme récursif. D’autres méthodes dites d’approximation sont
également décrites dans la littérature et proposent d’approcher la loi de la perte soit par des lois
paramétriques connues soit par des expansions en série dont les termes se traitent facilement.

L’approche FFT

Cette premiére approche est basée sur la fonction caractéristique de la perte agrégée L; qui,
grace a 'hypothése d’indépendance conditionnelle des temps de défaut, peut s’écrire :

oL, (u) =E "] = F H <1 —|—p‘g‘v (e™Mi — 1)) . (1.13)
1<j<n

Cette derniére expression est simplement I'intégrale d’une fonction par rapport 4 la loi du facteur
V et peut étre calculée numériquement par une méthode de quadrature de Gauss par exemple. La
loi de la perte peut alors étre déterminée par un algorithme FFT d’inversion de transformée de
FourierEGl Remarquons de plus que I'approche FFT peut également étre adaptée facilement au
cas ol les pertes en cas de défaut (losses given default) My, ..., M, sont stochastiques et conjoin-
tement indépendantes des temps de défaut. Cette approche a été introduite pour 1’évaluation des
tranches de CDO par |Gregory et Laurent| (2003 et Laurent et Gregory| (2005). De plus, en procé-
dant astucieusement, Gregory et Laurent|(2004) montrent que ’approche FFT peut étre étendue

25. comme les “forward starting CDOs” ou les tranches & effet de levier “leverage tranche”

26. Remarquons que linversion de la fonction caractéristique par FFT peut étre délicate en pratique. En
effet, une étape intermédiaire est parfois nécessaire pour déterminer un support représentatif de la loi de la
perte dans l'espace des fréquences, i.e une suite ux, k = 1,..., N telle que E [ei“kL*}, k = 1,...,N reflete
correctement la dispersion de la fonction caractéristique. Pour plus de détails sur les méthodes d’inversion de
fonction caractéristique basée sur ’algorithme FFT, le lecteur intéressé est invité & se reporter a ’article d]Abate
et Whitt| (1992)) et aux références qu’il comporte.
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1.1. Evaluation de tranches de CDO dans un modéle & facteur

au cadre d’une structure de dépendance hétérogéne ou les entités de référence sont regroupées
par secteur, la dépendance intra-sectorielle d’une part et la dépendance inter-sectorielle d’autre
part étant décrites par un modéle & facteur spécifique.

L’approche récursive

Une approche alternative basée sur un algorithme récursif a été proposée par [Andersen et al.
(2003)) puis |Hull et White (2004) pour calculer la loi de la perte dans le contexte de I’évaluation
des tranches de CDOE] Cette approche récursive peut étre décrite en 3 étapes.

La premiére étape consiste & définir le support de la loi de la perte. Pour une date donnée
t, la perte agrégée L; est une variable aléatoire discréte@ et prend ses valeurs dans l'intervalle
I =0, Lyga) 00t Linax = Y iy M; représente la perte potentielle maximale. L’idée est de décou-
per cet intervalle en une subdivision de pas constant u de sorte que chaque loss given default
M; puisse étre approché de maniére suffisamment précise par un multiple de u. Ainsi, le support
de L; est approché par une suite I = 0, u, ..., Nmax¥® Ol Nmax > N €t 00 Npaxt & Lmax. Evi-
demment, la situation la plus simple correspond naturellement au cas ou les M; sont tous égaux,
par exemple & M = 1%6 avec 0 = 40% et n = 125. Cette hypothése semble raisonnable et est
en phase avec les pratiques de marché pour ’évaluation de tranches standardisées. Dans le but
d’alléger les notations, nous présenterons la seconde étape dans ce cadre simplifié. Nous pouvons

donc choisir nypax =n et u = M.

La seconde étape repose sur ’hypothése d’indépendance conditionnelle des temps de défaut.
Nous supposerons dans cette étape que le facteur V est connu et donc que les temps de défaut
sont indépendants. La procédure débute en déterminant la loi de la perte pour un portefeuille
composé d’une seule référence. Puis les références sont insérées successivement dans le portefeuille
et la loi de la perte est mise & jour & chaque étape. L’intérét de cette méthode réside dans le fait
que la loi de la perte & une étape donnée s’exprime simplement en fonction de la loi de la perte
a étape précédente.

Notons qF (i), i = 0,...,n, k = 1,...,n la probabilité (conditionnelle) que la perte soit égale
A du a la k°™° étape ou le portefeuille de crédit est composé des noms 1,2,...,k avec k < n.
Commencons par déterminer la loi de la perte pour le portefeuille composé uniquement du nom

\%

1. Sachant que ce nom est en défaut avec la probabilité pt1 , on peut écrire :

i1\%
a0 =1-p",
1|V
g )=p", (1.14)
gt (i) =0, i>1
Supposons maintenant que qf() alt été déterminé aprés inclusions successives des noms 2,...,k

dans le portefeuille et ajoutons le nom k+ 1. Sachant que ce nom est en défaut avec la probabilité

27. Plusieurs algorithmes récursifs similaires que ’on peut faire remonter a [White et Greville| (1959) ont été
développés par les actuaires pour déterminer la loi de la perte dans un modéle individuel. On peut citer par exemple
la Z-méthode ou bien la méthode de Newton qui s’appuient sur le développement de fonctions génératrices. Voir
également la méthode récursive de |[Kornya) (1983) et les extensions de [De Pril (1989) et Sundt| (2002).

28. Rappelons que par simplicité, les pertes en cas de défaut M, ..., M, sont supposées étre déterministes.
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pf H‘V, la loi de la perte a ’étape k + 1 peut étre calculée par la formule récursive ci-dessous :
E+1|V
a1 0) = (1-m ") ¢ (0),
. E+1|V . E+1V ko .
@@= (1= V) gk @+ gk =) i =1k (1.15)

¢ @) =0, i>k+1.

La seconde ligne de cette derniére expression peut étre interprétée de la maniére suivante. Dans
le nouveau portefeuille, il y a deux possibilités pour que la perte soit exactement égale a iu : soit
elle était déja égale a iu dans le portefeuille d’origine et le nom rajouté n’est pas en défaut, soit
elle était égale & (i — 1)u dans le portefeuille d’origine et le nom rajouté est en défaut (d’ou une
perte de (i — 1)u + u = iu). La formule recursive ci-dessus est alors une simple conséquence de
I'indépendance conditionnelle des défauts. La loi de la perte globale est obtenue aprés inclusion
de tous les noms dans le portefeuille, ce qui correspond a ¢} (i), ¢ = 0,...,n. Il est intéressant
de remarquer que méme si les lois de pertes intermédiaires dépendent de I'ordre d’insertion des
références, la loi de la perte finale associée au portefeuille complet est unique. Il est possible ainsi
de calculer la loi conditionnelle de la perte agrégée pour différentes valeurs du facteur V.

La derniére étape counsiste simplement a intégrer numériquement la loi conditionnelle de la
perte suivant la loi du facteur.

De plus, comme suggéré a la premiére étape, le cas de taux de recouvrements hétérogénes
peut également étre traité en adaptant légérement les relations de récurrence [1.15] & un support
de perte plus dense. En pratique la principale contrainte réside dans le choix du pas de la subdivi-
sion u. Diminuer ce paramétre permet de gagner en précision mais cela implique en contrepartie
un temps de calcul plus important. Hull et White (2004) exploitent le fait que pour une tranche
de CDO donnée, une partie seulement de la perte agrégée affecte les cash-flows. Ils proposent
alors d’utiliser une subdivision & pas non constant afin de concentrer les efforts numériques
sur les parties de support de la loi de la perte associées & des cash-flows non nuls.

Théoriquement, cette méthode peut également étre étendue sans trop de difficultés au cas de
taux de recouvrement stochastiques et indépendants des temps de défaut @ De plus, |/Andersen et
Sidenius| (2005b) montrent que la méthode peut s’adapter aisément au cas ot les temps de défaut
et les taux de recouvrement sont indépendants conditionnellement & un facteur commun. Enfin,
Jackson et al. (2007)) établissent une majoration de 'erreur numeérique (erreur due au systéme
de représentation des nombres réels utilisés par le processeur) et prouvent que cet algorithme
récursif est numériquement stable. Ils étendent également D'algorithme au cas ou les taux de
recouvrement sont des copies indépendantes d’une méme variable aléatoire discréte M pouvant
prendre m valeurs. Ils comparent dans ce cas les performances numériques de ’approche récursive
et de I’approche par FFT et montrent que cette premiére approche est plus efficace lorsque le
support de M est de petite taille (m < 20).

Autres approches basées sur des approximations

D’autres méthodes d’approximation, initialement développées par les actuaires dans le cadre
du modéle individuel en assurance vie (voir Hipp| (1986) et ses références) peuvent étre adaptées

29. en utilisant des “sous-subdivisions” plus fines.
30. En pratique cela nécessite autant d’intégrations numériques que de sources d’aléa utilisées pour modéliser
les taux de recouvrement, ce qui peut se révéler trés coliteux d’un point de vue numérique.
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au calcul de la loi de la perte pour I’évaluation des tranches de CDO. Motivés par le fait qu’une
loi binomiale peut étre approchée par une loi de Poisson lorsque la taille (le nombre d’entités)
du portefeuille est importante, |De Prisco et al.| (2005)) estiment dans un modéle a facteur la loi
conditionnelle de la perte par une loi Poisson composée. Jackson et al. (2007) effectuent une
analyse comparative de cette derniére approche avec une méthode basée sur une approximation
par une loi Normal Power.

Une autre méthode d’approximation basée sur des développements en série entiére est pro-
posée par (Glasserman et Suchintabandid| (2007). Ils rappellent d’abord qu’évaluer une tranche
de CDO revient a calculer le prix d’options d’achat sur la perte agrégée (ou prime stop-loss dans
le jargon actuariel), F [(Lt — k)+], pour plusieurs horizons ¢. Ils montrent ensuite dans un cadre
multifactoriel que I’on peut effectuer un développement en série entiére de ces derniéres quantités
dont les termes se calculent efficacement. Ils prouvent en effet que chaque terme de la série peut
étre représenté comme une sommnie pondérée de prix de calls sur la perte agrégée d’un portefeuille
composé d’entités indépendantes.

Une nouvelle approche basée sur les méthodes d’approximation de Stein@ a été développée
récemment par |[El Karoui et al. (2008) dans le cadre de 'évaluation des tranches de CDOs et
semble étre plus efficace que les méthodes d’approximation classiques existantes. Cette méthode
consiste & approcher la loi conditionnelle de la perte par une loi standard (Normale ou Poisson
dans la pratique) de paramétres connus@. L’intérét réside dans le fait que 'erreur d’approxi-
mation peut s’exprimer de maniére analytique. Pour différents modéles a facteur, |Bastide et al.
(2007) comparent les performances numériques des méthodes d’approximation classiques et celles
de la méthode de Stein dans le cas Normale et Poisson. Ils constatent que la méthode de Stein se
révele étre plus efficace que ses concurrentes en terme de compromis entre rapidité et précision
de calcul.

Dans le cas de tranches standardisées de CDO sur indice, il est parfois pratique de considérer
que le portefeuille sous-jacent est homogéne. Dans ce cas, 'hypothése d’un modéle & facteur n’est
plus restrictive et le calcul de la loi de la perte se réduit & une simple intégration numérique.

Portefeuille homogéne et théoréme de De Finetti

Par définition, un portefeuille homogéne est composé d’entités de crédit qui ont la méme
exposition F et le méme taux de recouvrement R. Dans ce cas, le processus de la perte agrégée
est simplement proportionnel au processus du nombre de défauts Ny, i.e Ly = E (1 — §) N; ot :

N, = Dis. (1.16)

Nous supposerons de plus que le vecteur des temps de défaut (71,...,7,) est un vecteur échan-
geable, i.e sa loi jointe est invariante pour toute permutation de ses éléments. On peut montrer
dans ce cas que les lois marginales de (71,...,7,) sont les mémes, les lois des couples sont les
mémes et les lois jointes associées & des sous-ensemble de méme taille sont les mémes. De plus, les

31. Pour plus de détails, le lecteur est invité a lire le chapitre du livre de |Schoutens| (2000|) consacré a ce sujet
ou la these de |Jiao| (2006).

32. Les parameétres de la loi standard sont choisis de tel sorte que la moyenne et la variance correspondent a
celle de la loi conditionnelle de la perte.
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indicatrices de défaut D;¢ = 17, <;,% = 1,...,n sont échangeables pour toute date ¢ et d’apreés
le théoreme de De Finetti, ce sont des mélanges de variables aléatoires de Bernoullif?]

Plus précisément, pour tout temps ¢, il existe une unique variable aléatoire p; que 'on appellera
“probabilité mélange” de support [0, 1] telle que connaissant py, D1y, ..., Dy soient indépen-
dantes. En d’autres termes, si v, représente la loi de p; 4 la date ¢, IV; est simplement un mélange
de Binomiales :

1
Q(Nt:k:):q’j/ D= ) Py (dp), k=0,....n. (1.17)
0

En conséquence, la loi de la perte s’exprime trés simplement et peut étre calculée par une simple
intégration numérique.

Ainsi, d’aprés le théoréme de De Finetti, I’hypothése d’un modéle & facteur n’est pas res-
trictive dans ce cas. Méme si ’homogénéité est une hypothése qui parait contestable a premiére
vue, cette derniére peut étre considérée comme raisonnable pour des tranches de CDO sur des
portefeuilles de grande taille comme les indices CDS iTraxx ou CDX. Cependant, cette hypo-
thése est peu réaliste lorsque ’on considére la gestion des tranches equity trés sensibles au risque
idiosyncratique.

Peretyatkin| (2006) propose d’approcher la loi d’un portefeuille hétérogéne par celle d'un por-
tefeuille homogéne avec un terme correcteur calculable explicitement. I1 démontre Vefficacité de
sa méthode dans le cas ol les spreads des CDS individuels sont raisonnablement dispersés.

11 est également possible pour des portefeuilles de grande taille d’approcher la loi de la perte
par la loi de la probabilité mélange. En effet, on peut montrer que lorsque la taille du portefeuille
augmente, la perte unitaire converge vers la probabilité mélange.

Portefeuille infiniment granulaire

Lorsque I'on considére des tranches de CDO sur des portefeuilles de grande dimension, il est
assez pratique de confondre la loi de la perte avec celle d'un portefeuille infiniment granulaire@
Ce portefeuille virtuel peut étre vu comme la limite d’une suite de portefeuilles homogénes pour
lesquels la perte maximale a été normalisée. La perte normalisée correspondant au portefeuille
de taille n peut s’écrire :

1 n
Lp; = EZDM (1.18)
i=1
Rappelons que lorsque les indicatrices de défaut Dy, ..., Dy, ... forment une suite de variables

de Bernoulli échangeables, d’aprés le théoréme de De Finetti , il existe une “probabilité mélange”
pe telle que, ces derniéres soient indépendantes conditionnellement & p;. En fait, la probabilité
mélange peut étre complétement caractérisée par la suite (Ly ¢)n,>1 qui converge presque stirement
vers Py, lorsque n tend vers 'infini. Ainsi, p; peut étre utilisé comme une approximation de la

33. Les indicatrices de défaut doivent faire partie d’une suite infinie de v.a de Bernoulli échangeables. Pour plus
de détails, voir le chapitre

34. Cette terminologie provient de la réglementation Bale II. Il s’agit en fait de la méthode standard proposée
par Bale II dans le cadre de 'approche IRB (Internal Rating based approach) pour évaluer la loi de la perte et
déterminer le niveau réglementaire des fonds propres bancaires.
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perte dans le cas d’'un portefeuille homogéne de grande dimension. Remarquons que pour un
modele & facteur donné ou les temps de défaut sont conditionnellement indépendants sachant
un facteur V, la probabilité mélange p; coincide avec la probabilité conditionnelle de défaut
Q (7 < t|V) puisque dans ce cas@ :

fZD” 22 Q(r <t|V) lorsque n — oo. (1.19)

Le perte agrégée est donc approchée par une variable aléatoire dont la loi est connue. Dans le
contexte du risque de crédit, cette idée a été introduite par [Vasicek! (2002). Elle a également été
étudiée et développée par Schonbucher| (2002), |Gordy et Jones (2003)), Greenberg et al.| (2004b),
Schloegl et O’Kane| (2005) pour ’évaluation et la gestion des tranches de CDO.

1.1.3 Identification des modéles a facteur

Cette section traite du probléme de I'identification des modéles & facteur et de la validité de
ces modeéles pour I’évaluation des tranches de CDO. Le probléme peut s’énoncer de la maniére
suivante. Supposons que 1’on peut construire & partir de données de marché une loi pour la perte
agrégée. Est-il toujours possible d’identifier un modéle & facteur compatible avec cette loi 7 La
réponse & cette question dépend bien stir des hypothéses considérées pour les spreads individuels,
les taux de recouvrement ou les taux d’intérét. En effet, I’hétérogénéité des spreads, le carac-
tére stochastique des taux de recouvrement ou des taux d’intérét constituent autant d’éléments
qui permettent d’élargir le champ de compatibilité des modéles & facteur dans la contexte de
I’évaluation des tranches de CDO. Pour faciliter 'analyse, nous restreindrons le probléme de
Iidentification au cas de modeles & facteur homogeénes ot les temps de défaut sont échangeables
et les pertes en cas de défaut sont constantes et égales pour toutes les entités de référence. Rap-
pelons que dans ce cas, la perte agrégée se réduit au processus de comptage Ny = Y i | D;; et
Iexistence d'un facteur mélange p; est garantie : les indicatrices de défaut Dyg,..., D, sont
indépendantes sachant p;. Le probléme de I'identification des modéles a facteur homogénes se
résume donc dans ce cas au probléme de 'identification d’une loi mélange.

Nous analyserons dans un premier temps la compatibilité d’une loi mélange (loi de p;) & des
lois arbitraires de la perte agrégée. On peut imaginer par exemple qu’il existe des cotations de
marché pour les tranches [k, k + 1%], k = 0,...,n — 1 (tranchlets de CDO) qui permettent de
construire avec certitude I'intégralité de la loi de N; pour toute date ¢t. Nous adoptons pour cela
une méthode non paramétrique proposée par Wood (1999)) et développée par [Vaccal (2008) dans
le contexte de la gestion des CDOs. Nous examinerons également la compatibilité des modeles a
facteur homogenes (ou l'existence d’une loi mélange) dans deux cas d’école. Le premiére consiste
a considérer la loi de la perte dans le cas indépendant mais lorsque les lois marginales de défaut
sont hétérogénes. Le second consiste a considérer la loi de la perte pour des marginales homogénes
mais pour une structure de dépendance hétérogéne (par exemple deux noms anti-comonotones
et un nom indépendant). Nous présenterons enfin I’approche non paramétrique perfect copula de
Hull et White (2006) dans laquelle le nombre de contraintes est limité au nombre de tranches
standardisées de CDO sur indice, c’est & dire 5 tranches et I'indice.

35. La preuve est basée sur une généralisation de la loi forte des grands nombres. Voir [Vasicek| (2002)) pour plus
de détails.
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Chapitre 1. Les modéles & facteur pour I’évaluation de tranches de CDO

Cas d’une loi de perte arbitraire

Le probléme de I'identification dans le cas des modéles a facteur homogénes peut se reformuler
de la maniére suivante : étant donnée une loi de perte arbitraire sur {0,1,...,n}, est-il possible
de l'identifier & une loi Binomiale mélange ? Malheureusement, la réponse est négative en général.
En effet, [Wood| (1992) montre par des arguments géométriques que la probabilité qu’une loi de
{0,1,...,n} choisie aléatoirement corresponde & un mélange de Binomiales converge rapidement
vers 0 lorsque n augmente. Nous essayons ici d’éclairer ce probléme en tentant d’approcher une
loi de marché par un mélange de Binomiale. Nous utilisons pour cela 'approximation discréte
introduite par [Wood| (1999) et successivement appliquée par [Vaccal (2008) au contexte de I’éva-
luation des tranches de CDO. La loi “test” est extraite de l'article |Laurent et al.| (2007). Il s’agit
d’une distribution du nombre de défaut a ¢ = 5 ans calibrée & partir d’une structure de base
correlation caractéristique de Juin 2007 (voir figure [1.5).

Soit ¢ = (qo, ..., qn) ", la loi de N; avec ¢; = Q(N; = i), i = 0,1,...,n. Nous recherchons un
facteur mélange p; de sorte que le mélange de Binomiales N} correspondant soit suffisamment
proche de N; (en loi). Nous supposons que p; est une variable aléatoire discréte de [0,1] qui
prend ses valeurs dans le sous-ensemble {O, %, cee %}, ou N est un entier et N > 2. Soient

j :Q<]5t = %),j:O,...,N—l, la loi de py et ¢ = P(Ny =1i),1=0,...,n, laloi Binomiale
mélange associée & p;. La relation suivante est donc vérifiée :

N-1 N .\ n—1
* i/~ \i = \n—i _ 7 i _ i . ) —
q; =E [C’n(pt) (1 —p) } jgo C”(N) <1 N) i, 1=0,...,n. (1.20)

Ce dernier systéme linéaire peut étre exprimé sous forme matricielle de la facon suivante :

q" = Bm, (1.21)

ou ¢* = (qi,... ,q;;)T et m= (7r0, A 7TN71)T. Les éléments de la matrice B de taille (n+1) x N
sont tels que :

Bi;=C! (N> <1—N> L i=0,....,n, j=0,...,N—1. (1.22)

Alinsi, nous cherchons le vecteur 7 qui minimise la distance entre g et ¢* au sens de la norme #s,
ie:
7 = argmin ||¢ — ¢*||, = argmin ||¢ — B, . (1.23)

Ce probléme de minimisation linéaire peut étre résolu par un algorithme classique des moindres
carrés.

Cette méthode peut étre testée sur des lois de perte (loi de N;) dans des modéles & facteur
homogénes classiques comme, par exemple, la copule gaussienne & un facteurﬁ]. Dans ce cas,
Ierreur de minimisation des moindres carrés est négligeable et on peut observer en figure la
compatibilité des lois mélanges.

36. Voir Le paragraphe pour plus de détails sur ce modéle.
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Ficure 1.4 — Ce graphique représente la fonction de répartition de la probabilité mélange dans
le cas de la copule gaussienne a un facteur (Voir expression [1.30)) et la loi mélange obtenue par
I'approximation discréte décrite ci-dessus.
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FIGURE 1.5 — La distribution de N; obtenu par Laurent et al. (2007) & partir d’une struc-
ture de base correlation de Juin 2007 et la loi Binomiale mélange correspondante obtenue par
I'approximation discréte et la procédure de minimisation.

La figure compare la distribution de marché de N; placée en input et la loi Binomiale mélange
calculée grace a la procédure de calibration décrite ci-dessus. De plus, on peut constater que
la loi mélange discréte obtenue (voir figure a un support de petite taille contrairement &
celle calibrée sur la copule gaussienne (voir figure . Alinsi, lorsque 'on considére le probléme

de l'identification & une distribution compléte de la perte associée & des données de marché,
I’hypothése d’un modéle & facteur est rejetée dans le cas homogene.
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FIGURE 1.6 — Fonction de répartition de la probabilité mélange obtenue par 'approximation
discréte et la procédure de minimisation.

Nous allons tenter maintenant d’éclaircir le probléme de I'identification en étudiant la com-
patibilité de I'approche factorielle dans des cas simples mais instructifs.

Hétérogénéité des marginales et indépendance

On considére ici un portefeuille composé de 2 noms indépendants et de lois marginales hétéro-
génes. Existe-t-il un mélange de Binomiales compatible avec la loi de la perte de ce portefeuille 7
En reprenant la méthode développée plus haut, on peut montrer dans ce cas simple que la réponse
est négative en général. En effet, il est facile de générer la loi de la perte dans le cas indépendant
et pour des marginales distinctes. On peut par exemple utiliser 'algorithme récursif présenté au
paragraphe [I.1.2] Cependant, on constate que l'approximation de cette derniére distribution par
une loi Binomiale mélange est acceptable dans le cas de marginales raisonnablement dispersées
(trés concentrées autour d’'une moyenne). Considérons par exemple qu’a une date ¢ arbitraire
les probabilités marginales de défaut soient égales a 0.1 et 0.2. La loi mélange obtenue (Voir
figure est assez proche du cas indépendant oii les marginales sont homogénes et égales a la
moyenne 0.15. Lorsque la dispersion augmente, il n’est plus possible de calibrer la loi de la perte
a un mélange de Binomiales.

1

0.8} : : E

061 T
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0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

FiGure 1.7 — Fonction de répartition de la probabilité mélange obtenue par l'approximation
discréte et la procédure de minimisation.

On peut remarquer que ce probléme a également été étudié indirectement par Peretyatkin| (2006]).
Sous 'hypothése d’indépendance, il compare la loi de la perte (loi de N;) dans le cas de marginales

38



1.1. Evaluation de tranches de CDO dans un modéle & facteur

hétérogenes et dans le cas de marginales homogeénes (i.e, loi Binomiale). Il montre que lorsque
les marginales sont raisonnablement dispersées, I’approximation de la loi de la perte par une loi
Binomiale ot les marginales sont égales & la moyenne est acceptable. Il obtient également des
termes d’erreur en fonction du parameétre de dispersion en supposant que les marginales sont
dispersées de maniére gaussienne autour de leur moyenne.

Hétérogénéité de la structure de dépendance et homogénéité des marginales

Considérons maintenant le cas d’un portefeuille composé de 3 noms de mémes lois marginales
de défaut mais pour lesquels la structure de dépendance n’est plus homogéne. On peut choisir
par exemple deux noms comonotones et un troisieme nom indépendant des deux autres de sorte
que les lois bivariées ne sont pas tous les mémes. Si ’on note p la probabilité de défaut des trois
noms & une date t choisie arbitrairement, la loi de la perte s’écrit simplement :

@ENt = 0; = (1( - p)?

Q(Ne=1)=p(1 —0p),

QN:=2) = 2(1 _ﬁ), (1.24)
Q(Ny = 3) = p.

Dans ce cas, 'approximation par un mélange de Binomiale semble raisonnable. Cependant, cela
reste & vérifier pour un portefeuille de taille plus réaliste. A titre illustratif, nous avons représenté
en figure la fonction de répartition de la loi mélange obtenue par I'approximation discréte et
la minimisation des moindres carrés pour p = 0.2.
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04 , : : .

0.2 : : : 1

0 i i i i i i i i i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FiGURE 1.8 — Fonction de répartition de la probabilité mélange obtenue par I'approximation
discréte et la procédure de minimisation.

Approche non paramétrique de Hull et White (2006)

Hull et White (2006) proposent également une estimation directe de la loi mélange a partir des
spreads de marché des tranches de CDO sur indice. Dans leur approche, la probabilité mélange
s’exprime simplement & l’aide d’une variable aléatoire discréte A telle que :

Q(Ti§t|5\:)\k>:1—exp(—>\kt), k=1,...,L. (1.25)

En conséquence, les défauts surviennent au premier instant de saut d’'un processus de Poisson
“mélangé” (ou processus de Cox) de taux de hasard égal & X\. Une fois qu’une grille de discrétisa-

tion a été choisie pour A, les probabilités m, = Q (5\ = )\k), k=1,...,L, peuvent étre calibrées
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sur les spreads de marché des tranches de CDO. Hull et White| (2006) montrent que cette étape
n’est pas réalisable sans hypothése additionnelle dans un cadre homogéne. En conséquence, ils
supposent que les taux de recouvrement sont des fonctions déterministes décroissantes des taux
de défaut Mg, £ = 1,..., L, hypothése cohérente avec plusieurs études empiriques comme celles
de [Hu et Perraudin| (2002) ou |Altman et al.| (2005)).

Contrairement aux approches présentées précédemment ot ’on a tenté de calibrer un mélange
de Binomiales sur une distribution compléte de la perte, le nombre de contraintes en pratique est
réduit & quelques prix de tranches et I’hypothése d’un modéle & facteur homogéne reste acceptable
dans ce cas sous certaines conditions. Cependant, cette derniére approche repose nécessairement
sur un choix arbitraire du support de la probabilité mélange qui peut se révéler contraignant dans
le cadre d’une mise en ceuvre automatique de la procédure de calibration. C’est pourquoi, les
praticiens se sont naturellement tournés vers des modeéles & facteur paramétriques pour lesquelles
le nombre de paramétres & estimer est inférieur au nombre de contraintes.
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1.2 Revue des modéles a facteur

Dans la partie précédente, nous avons mis en évidence le réle proéminent de la probabilité
conditionnelle de défaut pour I’évaluation des tranches de CDO. Nous avons également vu que
dans le cas d’un portefeuille homogéne, ’approche factorielle n’était pas restrictive et que la pro-
babilité conditionnelle de défaut correspondait exactement & la perte d’un portefeuille infiniment
granulaire.

Cette partie constitue une revue des modéles & facteur paramétriques les plus populaires pour
I’évaluation des tranches de CDO. Dans chaque classe de modéles, nous mettrons en évidence
I'expression de la probabilité conditionnelle de défaut. Nous présenterons les copules & facteur,
les modéles structurels multivariés, les modéles Poisson multivariés et les modéles & intensité
affine.

1.2.1 Copules a facteur

D’aprés le théoréme de Sklar, la loi de tout vecteur aléatoire peut s’exprimer & l’aide d’une
fonction copulem qui permet de dissocier la structure de dépendance et les lois marginales. En
d’autre terme, il existe une fonction C': [0,1]" — [0, 1], telle que :

@(7‘1 § tl,...,Tn é tn) = C(Fl (t1>,...,Fn (tn)), (126)

ou Fi,..., F, sont les fonctions de répartition associées aux temps de défaut 74, ..., 7,. Le prin-
cipal avantage de cette représentation est la possibilité de manier séparément la structure de
dépendance d’une part et les lois marginales d’autre part. En pratique, les lois marginales F;

i =1,...,n, peuvent étre déduites de la structure par terme des primes de CDS individuels. Il
est donc naturel de les considérer comme des paramétres de marché qui interviennent en input
du modéle d’évaluation. En particulier, dans cette classe de modéles, la structure de dépendance
n’interfére pas avec I’évaluation des CDS et intervient uniquement pour I’évaluation des produits
de corrélation que sont les tranches de CDO. Le succés qu’ont connu les modéles & copule est
d’ailleurs en partie lié au fait que la procédure de calibration peut étre divisée physiquement
entre une équipe spécialisée sur le marché des CDS et une autre spécialisée dans le marché des
produits de corrélation, la premiére effectuant en amont la calibration des lois marginales pour
la seconde. Dans le cadre de la modélisation des portefeuilles de crédit, les modéles & copule ont
été introduits par Li| (2000) et successivement développés par Schonbucher et Schubert| (2001)).

Les copules a factor (factor copula) sont des fonctions copules particuliéres dont la structure
de dépendance peut étre décrite au moyen d’une représentation a facteur. Plus formellement, la
structure de dépendance est régie par une suite Vi,..., V), de variables latentes. Chaque variable
aléatoire V;, ¢ = 1,...,n peut s’exprimer comme une fonction bivariée d’un facteur commun
systématique V et d’un facteur idiosyncratique V;, i.e :

o Vet V;, i = 1,...,n sont supposés étre indépendants. Dans la plupart des applications, la
fonction f, le facteur systématique V et les variables idiosyncratiques V;, ¢ = 1,...,n sont choisis

37. Pour une introduction théorique aux fonctions copules, le lecteur est invité a se reporter aux livres de [Nelsen
(1999) ou |Joe| (1997). |Cherubini et al.| (2004) ou [Roncallil (2004) proposent une revue des fonctions copules et de
leurs applications a la modélisation financiére.
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de sorte que les variables latentes V7, ..., V,, soient échangeables. En conséquence, V;,i =1,...,n
sont supposés étre identiquement distribués et on notera H leur fonction de répartition. Dans
cette approche, les temps de défaut sont décrits par :

7 =F; ' (H (V) (1.28)
ou F;l désigne l'inverse généralisé de la fonction de répartition de 7, ¢ = 1,...,n et o H est
la fonction de répartition commune des variables latentes Vi, ..., V.

Burtschell et al.| (2008) effectuent une étude comparative détaillée des copules a facteur les plus
populaires utilisées pour I’évaluation de tranches de CDO. Pour simplifier la présentation des
différentes approches, nous nous restreindrons au cas ou les lois marginales des temps de défaut
sont les mémes et nous noterons F' la fonction de répartition commune. Ainsi, dans la suite,
Fy = ... = F, = F. Remarquons dans ce cas que les temps de défaut forment un vecteur de
variables aléatoires échangeables et, comme on ’a vu précédemment, 'approche factorielle n’est
plus restrictive.

Copules a facteur additif

La famille des copules & facteur additif est sans doute la plus utilisée en pratique sur le
marché pour la gestion de tranches de CDO. Dans ce cas la fonction f définie précédemment est
additive et la structure de dépendance des variables latentes Vi, ..., V,, est décrite par la relation
suivante :

Vi=pV+1-=p2V;, i=1,...,n, (1.29)

ou le parameétre de dépendance p est un réel dans U'intervalle [0, 1]. Les temps de défaut sont
donc indépendants lorsque p = 0 et comonotones lorsque p = 1@

Au vu des notations introduites précédemment, la probabilité conditionnelle de défaut ou pro-
babilité mélange p, = P (7; <t | V) peut s’exprimer ainsi :

pe=H (pV %F(t)v . (1.30)

Dans le cas comonotone ou p = 1, pr = lyy<pg-1(r(1))}- Remarquons que dans la plupart des
applications, Vet V;, i = 1,...,n appartiennent a une méme famille de loi stable par convolution.

I’approche la plus populaire est sans doute celle associée & la copule gaussienne ou les va-
riables V et V;, i = 1,...,n sont indépendantes de loi Normale centrée réduite. Ainsi, d’apreés la
relation et par définition des variables gaussiennes, les variables latentes (V1,...,V,,) forment
un vecteur gaussien de moyenne nulle et de matrice variance-covariance égale & ¥ = (%; j)1<i j<n
ot X;; =1sii=jetX;; =p®sinon. De plus, on a ici H = H = ® ot ¢ denote la fonction de
répartition de la loi Normale centrée réduite. La copule associée au vecteur des temps de défaut
est donc la copule gaussienne : C(u1, ..., up) = @5 (271 (u1),..., 2 (up)), ou Py désigne la loi
jointe d'un vecteur gaussien de moyenne nulle et de matrice variance-covariance égale a 3.

38. Voir 'annexe [A| page pour une définition de la comonotonie.
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Notons également que dans le cas ot 0 < p < 1, la copule gaussienne n’admet pas de dépendance
dans les extrémes, i.e les coefficients de dépendance de queue inférieure Ap et supérieure Ay
sont nuls@. Lorsque p = 1 (cas comonotone), la dépendance dans les extrémes est parfaite :
A, = Ay = 1. De plus, le lien entre le 7 de Kendaﬂ@ que 'on notera pg et le coefficient de
corrélation linéaire p? est donné par la relation suivante :

2 . 2
pK = — arcsin p°.
™

(1.31)
La copule gaussienne & un facteur a été introduite par Li (2000) dans le contexte du risque de
crédit et correspond au modéle de régression probit multivarié en statistique@ De par sa flexi-
bilité, la copule gaussienne a un facteur s’est imposée comme le modéle d’évaluation de référence
sur le marché des tranches de CDO malgré un nombre important de défaillances avérées. En
particulier, il n’est pas possible dans ce mode¢le de trouver un méme paramétre de dépendance p
qui reproduise simultanément toutes les cotations de tranches standardisées de CDO pour une
maturité donnée, i.e les prix des tranches [0,3%], [3,6%], [6,9%], [9,12%] et [12,20%] pour I'in-
dice iTraxx. Par exemple, lorsque le paramétre p est calibré sur la tranche equity, ce dernier a
tendance & surévaluer les tranches mezzanines et a sous-évaluer les tranches seniors. Cela peut
s’expliquer en partie par le manque de masse de probabilité dans les queues de la distribution
du facteur et par I’absence de dépendance de queue de la copule gaussienne. En fait, la courbe
des paramétres de dépendance que 'on peut déduire des prix des tranches a I’allure bien connue
d’un “sourire” plus ou moins biaisé aussi appelé correlation skew ou correlation smile[ﬂ. Le pro-
bleme est lié a la gestion de tranches non-traditionnelles ou tranches bespokes qui ne peuvent pas
étre évaluées directement dans cette approche. Des procédures arbitraires d’interpolation des cor-
rélations implicites sont souvent utilisées et peuvent parfois générer des opportunités d’arbitrage.

Une approche alternative congsiste & utiliser la copule de Student qui englobe la copule
gaussienne comme cas limite[ﬂ Elle a été étudiée en particulier par Andersen et al.| (2003),
Embrechts et al| (2003]), Frey et McNeil| (2003]), Mashal et al.| (2003)), |Greenberg et al.| (2004a),
Demarta et McNeil| (2005)), |Schloegl et O’Kane| (2005). Cependant, méme si la copule de Student
admet de la dépendance de queue, elle souffre du méme probléme d’incompatibilité que la copule
gaussienne.

Dans le but de pallier & ce probléme, d’autres copules & facteur additif ont été introduites.
On peut citer notamment la copule double-t (Hull et White| (2004)), la copule NIG@ (Guegan
et Houdain| (2005)), la copule double-NIG (Kalemanova et al.|(2007)), la copule double Variance
Gamma (Moosbrucker| (2006)) et les copules a-stable (Prange et Scherer| (2006])). Toutes ces
approches ont la propriété de générer de la dépendance de queue. D’autres copules a facteur a

39. Voir 'annexe age pour la définition des coefficients de dépendance de queue.

40. Voir en annexe |A|la définition du 7 de Kendall.

41. Le modeéle probit multivarié est une extension populaire des modéles de régression linéaire en statistique.
C’est un modéle linéaire généralisé pour lequel la fonction de lien est une fonction type probit. Pour une description
du modeéle et ses applications a I’économétrie, le lecteur est invité a se reporter au livre de |Gourieroux] (2000).

42. Le smile ou skew de corrélation correspond a l'allure de la courbe des corrélations implicites déduite des
cotations de tranches de CDO standardisées a partir d’un modéle copule gaussienne & un facteur. Cette courbe
est aussi appelée courbe compound correlation. Dans le cas ot il serait possible de calibrer toutes les tranches
pour une date donnée, cette courbe des corrélations implicites serait plate.

43. cela provient du fait que lorsque le degré de liberté augmente la loi Student-¢ peut étre approchée par la loi
Normale

44. Normale Inverse Gamma
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Chapitre 1. Les modéles & facteur pour I’évaluation de tranches de CDO

queue épaisse sont traitées par Wang et al.| (2007)).

La figure représente la fonction de répartition de la probabilité mélange pour certaines
des copules a facteur additif présentées ci-dessus. Rappelons que la probabilité mélange peut étre
vue comme la perte agrégée sur un portefeuille de grande dimension.

— —cas indépendant
= = cas comonotone
Gaussien
double t 4/4
double NIG 1/1

FiGure 1.9 — Ce graphique montre la fonction de répartition de la probabilité mélange p;
pour la copule gaussienne, la copule double-t (4/4) et la copule double NIG (1/1). La probabilite
marginale de défaut F(t) est égale & 2.96% et la corrélation entre les défauts est fixée & p? = 30%.
Enfin, nous avons également tracé la loi de la probabilité mélange dans le cas indépendant
(p? = 0) et dans le cas comonotone (p? =1 ).

Copules a facteur basées sur des processus de Lévy

Ce paragraphe décrit une méthode de construction générique de copules & facteur basée sur
des processus de Lévy. Rappelons qu’a partir d’'une loi infiniment divisible H, il est possible de
définir un processus de Lévy (X;) tel que X; (X; pour ¢ = 1) soit de loi H[P| Si I'on choisi H
tel que E[X1] = 0 et E[X?] = 1, on peut montrer (en exploitant la formule de Lévy-Khintchine
par exemple) que nécessairement E[X;] = 0 et E[X?] = ¢ pour tout ¢ > 0. Le processus (X;) sera
appelé processus de référence ou processus mére. Le processus de référence est a Iorigine de la
construction de copules a facteur génériques.

Considérons n + 1 processus de Lévy (Vi)icp,1) et (V;,t)te[o,l}, 1 = 1,...,n que 'on suppose
étre des copies indépendantes du méme processus de Lévy de référence (X¢);e(o,1]- Les variables
latentes Vi, ..., V, peuvent étre définies au moyen d’un paramétre de corrélation p dans [0, 1] de

la facon suivante : )
Vi=V,+Vii, i=1,...,n, (1.32)

45. Voir par exemple le livre de [Cont et Tankov| (2004)) pour plus de détails sur le lien entre processus de Lévy
et loi infiniment divisible mais aussi sur la formule de Lévy-Khintchine.
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ou V), est simplement la valeur du processus (V;ﬁ>te[0,l] & linstant ¢ = p et ot V1 p est la valeur

du processus (Vj)eo1] & l'instant ¢ = 1 — p. Par indépendance de V), et V;1_, et puisqu'un
processus de Lévy est a accroissements indépendants et stationnaires, on peut écrire :

ViiXp—i-Xi,l—pina i=1,...,n. (1.33)

Ainsi, les variables latentes ont toutes la méme loi marginale égale & H. De plus, il est direct
de montrer que le coefficient de corrélation linéaire est exactement égal & p[ﬁ. De plus p =0
correspond au cas indépendant et p = 1 correspond au cas comonotone. Remarquons que les
temps de défaut 74, . .., 7, définis par 7; = F~Y(H(V;)),i = 1,...,n forment une suite de variables
aléatoires échangeables. La probabilité mélange associée a la date t s’exprime simplement dans
cette approche par la relation suivante :

pe=Hi_, (-V,+ H ' (F(1)), (1.34)
ot Hy_, représente la fonction de répartition de Xj_,.

Il est important de noter que les modeéles de dépendance construits de cette maniére sont
des modéles purement statiques au sens oul les variables latentes sont figées et n’évoluent pas
dynamiquement. En fait, les processus de Lévy introduits dans cette approche peuvent étre
vus comme des objets mathématiques intéressants pour la construction de copules & facteur
générique. Chaque processus de Lévy ou chaque loi infiniment divisible peut étre associé a une
copule & facteur. Cette approche a été introduite par [Albrecher et al| (2007) dans le cadre
de ’évaluation de tranches de CDO. Ils ont en particulier étudié la construction de copules a
facteur & partir des processus de Wiener, shifted Gamma, shifted IGE], Variance Gamma, et
NIG. Pour chacune de ces approches, méme si la spécification du modéle n’est pas tout a fait
la méme, un lien est établi avec les copules & facteur additif correspondantes, i.e les copules
a facteur gaussien, double Variance Gamma, double NIG (Voir paragraphe précédent). |Garcia,
et al. (2007) introduisent le concept de la Lévy base correlation qui correspond & une structure de
base correlation mais pour laquelle le moteur d’évaluation est remplacé par un modéle a copule
basé sur un processus de Lévy. Ils montrent que pour des lois infiniment divisibles & queue épaisse
(Shifted Gamma, Shifted 1G, Variance Gamma ou NIG), la courbe des Lévy base correlations est
relativement “plate” comparée a la courbe des base correlations standard déduite dans un modéle
a un facteur gaussien. Masol et Schoutens| (2008) analysent le potentiel de la structure Lévy base
correlation dans le cadre de I’évaluation de tranches bespokes. Ils montrent que contrairement
au choix de la base correlation classique, les prix produits par des méthodes d’interpolation de
la Lévy base correlation sont peu affectés par des possibilités d’opportunité d’arbitrage. Cette
approche est motivée par le fait que pendant la crise de Mars 2008 sur les indices CDS, aucun
parametre de corrélation (dans un modeéle copule gaussienne) ne pouvait étre déduit des primes
de tranches super senior@ Bien que ces tentatives de re-définitions des corrélations implicites
soient intéressantes a priori, elles risquent a terme de générer de la dispersion dans les prix de
marché (da a la disparition de pratiques standards).

46. En effet, pour i # j, E9[V;V;] = E9[V?] = E?[X}] = .

47. Inverse Gaussian.

48. En fait les corrélations implicites (calculées par les intervenants de marché) ont parfois dépassé 100% pour
les tranches super senior sur 'iTraxx en Mars 2008.
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Copules a facteur avec corrélation stochastique

Les copules a facteur avec corrélation stochastique constituent d’autres extensions de la copule
a facteur gaussien pour lesquelles le parametre de dépendance est une variable aléatoire de
support [0, 1]. Les variables latentes sont décrites par la relation :

Vi=piV+\/1=p2Vi, i=1,...,n, (1.35)

ou Vet V;, i =1,...,n, sont des variables aléatoires indépendantes de loi Normale centrée
réduite. Les paramétres de dépendance p;, 7 = 1,...,n sont supposes étre échangeables (donc en
particulier identiquement distribués), de support [0, 1] et indépendantes de V', V;, i = 1,...,n.
L’intérét de cette construction réside dans le fait que les variables latentes ont des marginales
gaussiennes, i.e H = ®. En effet, grace & I'indépendance des membres du triplet (p;, V, V),
i = 1,...,n, conditionnellement au fait que p; = p, V; est de loi Normale centrée réduite pour
tout p dans [0, 1]. Par intégration par rapport a la loi de p;, V; est encore de loi Normale centrée
réduite. Ainsi les lois marginales ne dépendent pas des paramétres gouvernant la dépendance, ce
qui facilite grandement le processus de calibration (la calibration des paramétres gouvernant la
dépendance n’interfére pas sur la calibration des lois marginales de défaut). Par échangeabilité

des paramétres de dépendance p;, ¢ = 1,...,n, il est facile de montrer que le paramétre de
corrélation linéaire est égal a E@ [ﬁﬂ@. Nous pouvons remarquer que les temps de défaut sont
bien échangeables. Dans le cas ou p;, . . ., pn sont indépendants, la probabilité mélange s’exprime
ainsi :

[P [V + TN (F(1)
pt—/o (I>< Ny )G(dp), (1.36)

ou G représente la loide p; ,i=1,...,n et ou ® est la fonction de répartition de la loi Normale
centrée réduite.

Burtschell et al.|(2008]) examinent le cas ou les parameétres de dépendance p; sont des variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées a deux états (p1 prend 2 valeurs). Tavares
et al. (2004)) proposent également un modeéle & plusieurs états qui inclut un état catastrophique
dans lequel tous les noms font défauts simultanément. Burtschell et al. (2007) montrent que
lorsque p; est une variable aléatoire a 3 états, il est possible de calibrer ’ensemble des primes de
tranches de CDO standardisées 4 une maturité donnée. Dans leur approche, les paramétres de
corrélation p; admettent une représentation a facteur :

pi=(1—-Bs)(1—B;)p+Bs, i=1,...,n, (1.37)
ot p est un réel de [0, 1] et o 135, Bi, ..., B, sont des variables aléatoires indépendantes de Ber-
noulli et indépendantes de V', V;, i = 1,...,n. En conséquence, sil’on désigne par gs = P (Bs = 1)

etparq=P(B;=1),i=1,...,n, les temps de défaut sont comonotones (V; =V,i=1,...,n)
avec la probabilité ¢, indépendants (V; = V;, i = 1,...,n) avec la probabilité (1 —¢s)q et décrits
par une copule & un facteur gaussien de paramétre p avec la probabilité (1 — ¢s)(1 — ¢).

Dans cette derniére approche, la probabilité mélange s’exprime ainsi :

B=(1- By ((1 e (‘pv o (F(t))> + qF(t)) t Bilpyesir.  (139)

V1= p?

49. En effet, si p = (p1, ..., pn) désigne le vecteur des paramétres de corrélation, pour i # j, E?[ViV; | 5] = pip;-.
Or, comme f, . . ., pn forment une suite échangeables, on a EC[V;V;] = E9[3;5;] = E9[57].
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Mean-variance Gaussian mixtures

Dans cette classe de modéle, les variables latentes s’expriment simplement comme des mé-
langes moyenne-variance de variables gaussiennes :

Vi=m(V)+o(V)V;, i=1,...,n, (1.39)

ot Vet V;, i =1,...,n sont des variables indépendantes et identiquement distribuées de loi Nor-
male centrée réduite. Nous présentons ici deux approches populaires exploitées pour la gestion
des tranches de CDO et appartenant & cette classe : le modele Random Factor Loading et le
modéle de corrélation locale (local correlation model).

Le modéle Random Factor Loading (RFL) a été introduit par |Andersen et Sidenius
(2005b). Dans cette approche, les variables latentes sont décrites par la relation suivante :

Vi=m+ (Iljycey + hlpyse) V+0Vi, i=1,....n, (1.40)

ou [, h,e sont des parameétres réels tels que [, h > 0. m et v sont choisis de sorte que E [V;] =0
et B [VZQ] = 1. Dans cette approche, I'exposition au risque I1py <o) + hl{ysey, i.e Vimpact du
facteur systématique, dépend du niveau du facteur lui-méme. Lorsque le facteur V est inférieur
& e, lexposition au risque est égale & [. Dans le cas contraire, 'exposition au risque est égale
a h. Cela va dans le sens de plusieurs études empiriques comme celle de |Das et al.| (2006 qui
montrent que la corrélation entre les défauts est fortement dépendante de 1’état de certaines
variables macroéconomiques. On peut remarquer que les temps de défaut sont échangeables et
que la probabilité mélange s’écrit :

pr=72 (i (HH(F(t) =m = (Ipycep + hlyse) V)) , (1.41)

ou H est la loi marginale des variables latentes V;, ¢ = 1,...,n. Contrairement a ’approche pré-
cédente (corrélation stochastique), les variables latentes ne sont plus de loi marginale gaussienne
et leur loi H dépend en général des paramétres du modéle, ce qui peut poser un probléme du
point de vue de la calibration.

Nous comparons en figure la loi de la probabilité mélange associée a un modéle de
corrélation stochastique & 3 états et la loi de la probabilité mélange associée a un modéle RFL.
Rappelons que la probabilité mélange correspond & la perte agrégée pour un portefeuille de
grande dimension. Méme si les deux courbes sont globalement similaires, on peut observer que
le poids attribué aux trés petites pertes est plus important dans le cas du modéle & corrélation
stochastique. A cause de 'état de dépendance comonotone, il y a une masse de Dirac en 0
d’intensité égale a gs(1 — F'(t)), i.e 13.6%. D’aprés Burtschell et al.| (2007), méme si la calibration
permet d’obtenir des prix de tranche equity [0,3%)] similaires dans les deux approches, il est fort
probable que les prix de tranches bespokes [0,1%)] soient treés différents.
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FiGure 1.10 — Ce graphique représente les fonctions de répartition de la probabilité mélange
associée au modeéle a corrélation stochastique a 3 états de Burtschell et al.| (2007) (p; décrit par
la relation et au modele RFL de |Andersen et Sidenius (2005b)) (p; décrit par la relation
[1.41)). La probabilité marginale de défaut F(t) est égale & 2.96% dans les deux approches. Pour
le modéle a corrélation stochastique, les paramétres sont respectivement gs = 0.14, ¢ = 0.81,
p? = 58%. Pour le modeéle RFL, les paramétres sont respectivement [ = 85%, h = 5% et e = —2.
Le graph montre également la fonction de répartition de la probabilité mélange dans le cas
indépendant et dans le cas comonotone lorsque F'(t) = 2.96%.

Comme pour le modéle de corrélation stochastique & 3 états, il est possible de calibrer les para-
meétres [, h et e sur ’ensemble des prix de tranches de CDO standardisées & une maturité donnée.

Le modele de corrélation locale introduit par Turc et al. (2005) est associé a la représen-
tation suivante des variables latentes :

Vie —p(V)V+ V1= 2V, i=1,....n, (1.42)

oaV,V;,i=1,...,n sont des variables aléatoires indépendantes de loi Normale centrée réduite
et ot p: R — [0,1] est une fonction de V. p(.) est aussi appelé fonction de corrélation locale.
Dans cette approche, la probabilité mélange s’écrit :

o (e H (F@) 5
bt = 1—p2 (V) ) ( : )

ol H est la loi marginale des variables latentes V;, 1 =1,...,n.

Sur le marché equity, le modeéle de volatilité locale de Dupire| (1994) permet de relier la fonction
de volatilité locale aux prix d’options. D’une fagon analogue, la fonction de corrélation locale
p(.) peut étre calibrée par une procédure non paramétrique sur les primes de tranches de CDO.
Contrairement aux courbes de corrélations implicites telles que la base correlation ou la compound
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correlation, la fonction de corrélation locale a I'avantage d’étre associée & une unique modélisation
des temps de défaut, ce qui permet de court-circuiter en particulier les problémes d’inconsistence
des prix de bespokes obtenus par des procédures de mapping arbitraires. De plus, Turc et al.
(2005) ou Burtschell et al.| (2007)) mettent en évidence une relation simple entre la fonction de
corrélation locale p(.) et la marginal compound correlation, i.e la courbe des corrélations implicites
associées a des tranches de CDO treés fines [a,a 4+ 1%], 0 < a < 1 ou tranchlets, permettant ainsi
de rapprocher ce modéle des pratiques de marché. Cependant, pour une loi de perte arbitraire ou
induite des prix de marché, il n’est pas toujours possible de trouver une fonction de corrélation
locale correspondante et dans le cas ou il en existe une, 'unicité de cette derniére n’est pas
garantie.

Copules archimédiennes

Les copules archimédiennes ont largement été exploitées dans le cadre de la modélisation des
portefeuilles de crédit car elles représentent une solution alternative directe & la copule gaus-
sienne. De plus, il existe des méthodes efficaces pour générer des vecteurs aléatoires possédant
cette structure de dépendance. On peut noter également que les copules archimédiennes sont
échangeables par nature et admettent une représentation & facteur. Avec leur fameux algorithme
de simulation, Marshall et Olkin| (1988)) ont les premiers mis en évidence la représentation a fac-
teur des copules archimédiennes. Plus précisément, une copule archimédienne peut étre associée
a un facteur aléatoire positif V' de transformée de Laplace o~ 1(.) (et de transformée de Laplace
inverse ¢(.)). La fonction ¢(.) est appelée fonction génératrice ou générateur de la copule archi-
médienne. Dans cette approche, les variables latentes sont alors décrites par la relation suivante
(algorithme de Marshall et Olkin) :

—InV;
vg::¢1<n’), i=1,...,n, (1.44)
V
ot Vi, i = 1,...,n, sont des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0,1]. Par

définition de la transformée de Laplace, on a ¢ 1(u) = Elexp(—uV)], pout tout u > 0. La
fonction génératrice ¢ : [0, 1] — [0, +00] est donc continue et strictement décroissante. Pour tout
(ui,...,uy) dans [0,1]", on peut facilement vérifier la relation suivante :

QWi <wup,...,. Vi <wuy)=Cluy,...,up) = go_l (p(ur) + ...+ @(un)), (1.45)

qui correspond & la définition de la copule archimédienne de générateur . On en déduit en
particulier que les variables latentes sont de loi marginale uniforme. On peut remarquer que les
conditions sur ¢ sont trés strictes (¢ correspond a la transformée de Laplace inverse d’une loi
positive) mais permettent de construire des fonctions copules C' pour toute dimension n. En fait,
pour une dimension particuliére n, il est possible de construire des fonctions copules a partir de
fonctions génératrices p, avec des contraintes allégées. (Voir [Nelsen| (1999) pour plus de détails).

Les coeflicients de dépendance de queue inférieur A\;, et supérieur Ay s’expriment simplement
pour une copule archimédienne en fonction du générateur . A partir de la définition de 'annexe

page [99] il est direct de montrer que :

12 12
Ap = lim P ZPW) e (0 (1.46)
u—0+ u z—+oo @~ 1(z)
et que :
1— 12 1—p (2
=2 lim LT Ce) g 1z (22) (1.47)
u—1— 1—u a—0+ 1 —p~1(x)
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Juri et Wiithrich| (2002)) et |Charpentier et Segers (2007) ont montré que le coefficient de dépen-

dance de queue inférieur est lié a la régularité de la fonction génératrice a l'origine (en 0). Plus

formellement, si 'on définit 'indice o € R de variation réguliére en 0 de la fonction génératrice
@ par :

G

u—0+ QD(U)

=z% 0<z <400, (1.48)

le coefficient de dépendance de queue inférieur est égal & A\p, = 2=a. De plus le 7 de Kendall pg
défini dans I’Annexe est égal & :

pr =1+ 4/01 z,% du, (1.49)

ou ¢’ désigne la dérivée de ¢ par rapport a u.

Remarquons que les temps de défaut sont définis par 7, = F~1(V;), i = 1,...,n et que la
probabilité mélange peut s’écrire :

Pe=exp (=@ (F(t)V). (1.50)

Il est intéressant de noter que cette approche correspond aux modéles frailty en théorie de la
fiabilité (reliability theory)[ﬂ. Dans ces modeles, le facteur V' est appelé une frailty (fragilité) car
des valeurs faibles de V' sont associées & des durées de survie plus courtes.

La copule de Clayton est sans doute la copule archimédienne la plus utilisée. Dans le contexte
du risque de crédit, elle a été étudiée en particulier par |[Schonbucher et Schubert| (2001)), |Gregory
et Laurent| (2003), Laurent et Gregory| (2005), Madan et al. (2004), Friend et Rogge (2005).
D’autres copules archimédiennes comme la copule de Gumbel ou celle de Frank ont été examinée
par [Rogge et Schonbucher| (2003) ou Schloegl et O’Kane (2005). Le tableau regroupe les
principales caractéristiques des copules Clayton, Gumbel et Frank.

Copule | Générateur ¢ : [0,1] — [0,400] | Parametre | Ap AU PK

Clayton T 1) 6>0 |275| o0 7

Gumbel (—In(t))’ 6> 1 0 |2-20 1-1
Frank —In[(1—e%)/(1—e)] R* 0 0 non analytique

TABLE 1.3 — Quelques exemples de copules archimédiennes avec générateur, coefficients de dé-
pendance de queue (inférieur Ay et supérieur A7) et Tau de Kendall p.

La copule de Clayton admet de la dépendance de queue inférieure et aucune dépendance de
queue supérieure. De plus, le cas § = 0 est associé & la copule produit ou & 'indépendance et
le cas 8 = 400 est associé a la borne supérieure de Fréchet-Hoeffding ou a la comonotonie. La
copule de Gumbel admet de la dépendance de queue supérieure mais aucune dépendance de
queue inférieure. # = 1 est associé a 'indépendance et § = +00o est associé au cas comonotone.
La copule de Frank n’admet aucune dépendance de queue.

Les copules archimédiennes permettent de générer une grande variété de structures de dé-
pendance. En particulier, dans le cas de portefeuille homogéne ou les indicatrices de défaut

50. Le lecteur est invité & consulter le livre de Hougaard| (2000) pour une description détaillée des modéles
frailty.
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1.2. Revue des modéles o facteur

D = (Dy,..., D,) sont échangeables et admettent une représentation a facteur, on peut toujours
trouver une fonction génératrice ¢ et donc une copule archimédienne associée a D (voir théoréme
3.1 de Miiller et Scarsini| (2005)).

— —cas indépendant

/i

- = = cas comonotone

Gaussien

Clayton

FiGUure 1.11 — Ce graphique compare les fonctions de répartition de la probabilité mélange
associée a la copule de Clayton et a la copule gaussienne. F(t) = 2.96%, p? = 30% et 6 = 0.18.
Le graphique montre également la fonction de répartition de la probabilité mélange dans le cas
indépendant et dans le cas comonotone lorsque F'(t) = 2.96%.

La Figure[l.11|compare les fonctions de répartitions de la probabilité mélange associées a la copule
de Clayton et & la copule gaussienne. Le paramétre de dépendance 6 de la copule de Clayton
a été choisi de sorte que la prime de la tranche equity [0,3%] soit la méme que pour le modele
copule gaussienne de corrélation p? = 30%. On peut observer que les fonctions de répartitions
sont trés similaires. En conséquence, les primes calculées pour les tranches mezzanine et senior
sont trés proches dans les deux approches[sjl

51. Voir|Burtschell et al.|(2008]), table 8 pour plus de détails sur la correspondance des paramétres de dépendance
et les hypothéses sur les taux d’intérét et les spreads individuels.
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Chapitre 1. Les modéles & facteur pour I’évaluation de tranches de CDO

1.2.2 Modéles structurels multivariés

Les modéles structurels multivariés sont des extensions multidimensionnelles du modéle de la
firme de Black-Cox ou first passage time model ol le défaut d’une entreprise survient lorsque la
valeur de ses actifs devient inférieure a une certaine barriére (correspondant au niveau de la dette
dans l'approche de Merton). On considére n entreprises dont la dynamique des actifs Vi,...,V,
est décrite par n mouvements Brownien corrélés :

Vie=pVi+ V1 —p*Vy, i=1,...,n, (1.51)

ouV,V;,i=1,...,n sont des processus de Wiener indépendants. Une entreprise est en défaut
au moment ol la dynamique de ses actifs franchit une barriére constante a que ’on suppose étre
commune 3 toutes les références. Plus formellement, les temps de défaut sont définis par :

7 =inf{t>0|Vi; <a}, i=1,...,n (1.52)

Clairement les temps de défaut sont indépendants connaissant [’historique du processus (V;). De
plus, les indicatrices de défaut Dy 4, ..., Dy sont échangeables a toute date t. Il existe donc grace
au théoréme de De Finetti une probabilité mélange p; telle que D1, ..., D, soient indépendantes
conditionnellement a p;. Nous sommes donc bien dans un cadre factoriel bien que désormais le
facteur dépende du temps contrairement aux approches basées sur des fonctions copules et vues
précédemment. Malheureusement, la probabilité mélange,

p=Q(n <t|o(Vs,s<t)), (1.53)

ne peut étre exprimée analytiquement dans cette approche. Nous savons cependant que p; cor-
respond a la perte d’'un portefeuille infiniment granulaire dont la loi peut étre approchée par des
simulations de Monte Carlo. La figure [I.12] représente la fonction de répartition empirique pour
une corrélation égale & p* = 30% et p? = 60% et pour la méme probabilité marginale de défaut
égale a F(t) = 3.94%.

Le modéle structurel multivarié gaussien a d’abord été proposé dans le chapitre 5 du livre
d]Arvanitis et Gregory| (2001) pour I'évaluation des dérivés de crédit sur panier. Plus récemment
Hull et al.| (2005) ont développé et analysé la version factorielle du modeéle que nous venons de
présenter. Ils montrent en particulier que les primes de tranche de CDO obtenues dans ce mo-
déle dynamique peuvent étre approchées raisonnablement par les primes obtenues dans la forme
statique du modéle, i.e la copule gaussienne & un facteur. Ce résultat n’est pas surprenant au vu
de la figure ol l'on observe que les fonctions de répartition de la probabilité mélange pour
le modéle dynamique et pour le modéle statique sont presque confondues.

Remarquons de plus que la mise en ceuvre du modéle first passage time peut étre contrai-
gnante puisque la détermination des primes repose exclusivement sur des simulations de Monte
Carlo qui peuvent se révéler trés cotiteuse numériquement. Dans un modéle multivarié & facteur,
Kiesel et Scherer| (2007)) proposent de décrire la dynamique des actifs par un processus de diffu-
sion & saut. Ils montrent que ’on peut estimer efficacement les spreads de tranche de CDO par
des simulations de Monte Carlo. Méme s’il propose une méthode de calibration des paramétres
du modéle qui semble astucieuse, cela reste une étape ambitieuse et difficilement réalisable en
pratique.
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FIGURE 1.12 — Estimation de la fonction de répartition de la probabilité mélange dans le cas
d’un modeéle structurel multivarié¢ pour les coefficients de corrélation p? = 30% et p*> = 60%.
Le niveau de la barriére est fixé & a = —2 et correspond dans les deux cas a une probabilité
marginale de défaut a 1 an égale & F(t) = 3.94%. En pointillé, la fonction de répartition de la
probabilité mélange pour la copule gaussienne & un facteur dans le cas ot p? = 30% et dans le
cas ot p? = 60%. F(t) = 3.94% dans les deux cas.

D’autres contributions proposent de se placer dans le cadre classique de Merton pour lequel
une firme est en défaut & une date ¢ lorsque la valeur de ses actifs est inférieure au niveau de
la barriére a cette date, quel que soit ’historique des actifs avant ¢. En particulier, il se peut
qu’avant t la barriére ait été franchie, ce qui n’entraine pas le défaut de la firme & cette date.
Dans cette approche, les indicatrices de défaut en ¢ sont indépendantes conditionnellement & la
valeur en t de la partie systématique des actifs (V) et des méthodes semi-analytiques telles que
décrites au paragraphe page 29| peuvent étre employées pour évaluer des tranches de CDO.
De plus, il est bien connu (plusieurs études empiriques le montrent) que 'approche de Merton
est une bonne approximation de celle plus générale de Black-Cox ou first passage time model
en ce qui concerne ’évaluation des tranches de CDO. Dans cette derniére approche, |Luciano
et Schoutens| (2006) considérent un modéle structurel multivarié ou la dynamique des actifs est
décrite par un processus Variance Gamma. Ils montrent que le modéle peut étre calibré sans trop
de difficultés sur les prix de marché. Baxter| (2007)) propose de décrire la dynamique des actifs
par des processus de Lévy basés sur la loi Gamma (Gamma processes). Willeman| (2007) étend
le modele de Hull et al.| (2005) présenté plus haut en rajoutant une composante commune a saut
(un processus Poisson composé) dans la dynamique des actifs.

Hurd| (2008) étudie également un modéle structurel multivarié dans lequel la dynamique des
actifs est représentée par un mouvement Brownien changé de temps. Pour chaque firme ¢,

‘/i,t = Xi,Gi’ta 1= 17 -y I (154)

ou Xi,..., X, sont des mouvements Brownien indépendants et G1, ..., G, sont des processus
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Chapitre 1. Les modéles & facteur pour I’évaluation de tranches de CDO

presque strement croissants (subordinateurs) dont la structure de dépendance est décrite par
une représentation a facteur. En particulier, on a :

Gi,t :aGt+BGi,ta i = 1,"'an> (155)
avec G, G;, i =1,...,n des subordinateurs et «, B des réels positifs. Les processus X1, ..., Xp,
G, Gy,...,G, sont supposés étre mutuellement indépendants. [Hurd| (2008) propose de décrire
les instants de défaut de maniére non standard par la définition suivante qu’il appelle first time
passage of the second kind :

Ti:inf{tZO‘Gmth}, i:1,...,n, (156)

ou t7 est le premier instant de passage du mouvement Brownien X; sous une barriere constante
égale & a, i.e:
t; =inf{t >0/ X;; <a}. (1.57)

Autrement dit, le défaut du nom ¢ survient au moment ot le “temps modifi¢” (le subordinateur)
G+ devient supérieur au premier instant de franchissement de la barriére a par le Brownien
X;. Clairement, les temps de défaut sont indépendants conditionnellement & I’historique du
subordinateur G. De plus, avec cette définition des temps de défaut, il est possible de calculer
la probabilité mélange de fagon semi-analytique. En effet, par croissance des subordinateurs, on
peut écrire :

pr=Q(n <t|o(Gs,s<t)=Q ] <G4 | Gr) =Q (] <aG+ BGiy | Gy) . (1.58)

Connaissant la loi de G et celle de ¢} (premier instant de passage d'une diffusion), la proba-
bilité mélange p; peut étre calculée par conditionnement successif[ﬂ Dans cette approche, la
dépendance maximale entre les actifs est atteinte lorsque 8 = 0 et ne correspond pas a la borne
supérieure de Fréchet-Hoeffding (comonotonie) puisque les Browniens X7, ..., X, sont indépen-
dants. Sous I’hypothése de taux de recouvrement déterministes, cela peut poser un probléme si
I'on g’intéresse a la calibration du modéle sur les tranches senior pour lesquelles le marché refléte
un fort niveau de corrélation.

1.2.3 Modéles Poisson multivariés

Cette famille de modéles a été introduite dans le cadre de la théorie de la fiabilité (reliability
theory) ou ils sont également connus sous le nom des modeéles & chocs communs (common choc
models). Dans un modele Poisson multivarié, les temps de défaut sont décrits par les premier
instants de saut d’un processus de Poisson multivarié (Nyg,..., Ny ). Par exemple, lorsque le
processus N; ; “saute” pour la premiére fois, cela déclenche le défaut du nom 7. La dépendance
entre les défauts provient de ’arrivée possible d’événements catastrophiques ou chocs communs
qui conduisent au défaut simultané d’un groupe d’entités. Par simplicité, nous nous restreindrons
au cas ol deux types de choc peuvent affecter I’économie. Le défaut d’un nom peut étre déclenché
soit par un choc idiosyncratique fatal (ou choc individuel), soit par un choc systématique non
nécessairement fatal. Le processus de Poisson qui gouverne le défaut du nom ¢ s’écrit alors :

Ny
Nig=Nie+) Big, i=1,....n, (1.59)
j=1

52. Pour plus de détails sur 'expression analytique de la probabilité mélange, voir la section 8 de Hurd| (2008])
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1.2. Revue des modéles o facteur

ol V¢ est un processus de Poisson de paramétre )\, Ni,t; i =1,...,n sont des processus de Poisson
de parameétre commun \ et ot B;j,i=1,...,n,j > 1 sont des variables aléatoires de Bernoulli
de moyenne p. On suppose de plus que Ng, Ni,t, t=1,...,n, B, i=1,...,n, 7 > 1 sont
mutuellement indépendants. Finalement, les temps de défaut sont définis par :

7 =inf{t >0|N;; >0}, i=1,...,n. (1.60)

Ainsi, I'arrivée d'un choc commun (un nouveau saut de Ny) peut affecter chaque nom du por-
tefeuille de maniére indépendante et avec la probabilité p. Une spécificité du modeéle Poisson
multivarié est de permettre I'arrivée de plusieurs défauts en méme temps, voir la possibilité d’un
risque Armageddon (tous les noms du portefeuille font défaut simultanément), ce qui a pour effet
d’alourdir la queue de distribution de la perte agrégée. Par indépendance de toutes les sources
d’aléa, les processus N;¢, © = 1,...,n sont des processus de Poisson de parametre X+ pX. En
conséquence, les temps de défaut sont donc de loi marginale exponentielle de paramétre A + pA
et on peut montrer que leur structure de dépendance appartient & la famille des copules de
Marshall-Olkin (voir |Lindskog et McNeil (2003)) ou |[Elouerkhaoui| (2006) pour plus de détails sur
ce point).

Remarquons que les temps de défaut sont indépendants conditionnellement au processus N et
que les indicatrices de défaut Di,..., D, sont indépendantes connaissant NV;. Les temps de
défaut et donc les indicatrices de défaut sont échangeables et la probabilité mélange associée
peut s’écrire simplement :

Pr=1—(1—p)Mexp(-At). (1.61)

Comme pour les modeéles structurels multivariés, nous sommes dans cadre factoriel dans lequel
le facteur a une dépendance stochastique en temps, i.e ¢’est un processus stochastique. La figure
représente la loi de p; pour un modéle Poisson multivarié. Comme p; est une variable aléa-
toire discréte, sa fonction de répartition est une fonction en escalier.

La famille des lois exponentielles multivariées de Marshall-Olkin (Marshall et Olkin (1967))
a été introduite dans le domaine du risque de crédit par Duffie et Singleton| (1998)) et discutée
également par [Li (2000) et Wong] (2000). Plus récemment, des résultats analytiques sur la loi de
la perte agrégée dans un modeéle Poisson multivarié ont été développée par |Lindskog et McNeil
(2003). IIs montrent notamment que le modéle général & chocs non nécessairement fatals est
équivalent & un modéle a chocs fatals ou les chocs sont indépendants. Plusieurs extensions ont
été développées notamment par |Giesecke| (2003), [Elouerkhaoui| (2006), Brigo et al. (2007a) et
Brigo et al.| (2007h).
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Ficure 1.13 — Ce graphique représente la fonction de répartition de la probabilité mélange
associée & un modeéle Poisson multivarié de paramétre X = 0.5% , A = 2% et p = 5%. Ces
parameétres ont été choisis de sorte que les probabilités de défaut marginale & 5 ans soient égales
a F(t) = 2.96%. Nous avons également tracé a titre de comparaison la fonction de répartition de
la probabilité mélange associée & la copule gaussienne a un facteur de corrélation p? = 30%.

1.2.4 Modéles a intensité affine

Dans les modéles & intensité affine, 'instant de défaut d’un nom ¢ correspond au premier
instant de saut d’un processus de Coxl?] pour lequel l'intensité \; ; est un processus AJD (Affine
Jump Diffusion process). De plus, le processus A+ est supposé étre indépendant de la filtration
compléte des temps de défaut. Il n’y a donc pas de phénoméne de contagion : le défaut d'un
nom n’a pas d’effet sur I'intensité des noms survivants. Connaissant ’historique du processus
Ait, la date de défaut 7; du nom ¢ est donc le premier instant de saut d’'un processus de Poisson
inhomogéne d’intensité \; ;. Les temps de défaut peuvent donc étre définis par :

t
Ti:inf{t20|/ )\i,sdlen(Ui)}, izl,...,n (1.62)
0

ou Uy,...,U, sont des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1]. Les fonctions
de survie associées aux temps de défaut 74,..., 7, s’écrivent alors :
t
Q(mi >tlo(Nis,s <t)) =exp <—/ Ai75d3> , t=1,...,n. (1.63)
0

Dans les modéles a intensité affine, la dépendance entre les temps de défaut est déterminée par la
dépendance entre les intensités. On suppose que ces derniéres sont décrites par une représentation

53. Aussi appelé doubly stochastic Poisson process.
54. Remarquons 'analogie de cette derniére définition avec celle de Hurd (2008)) dans le cadre d’un modéle
structurel multivarié. Voir au paragraphe [1.2.2} ’équation m
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a facteur :
Xit =ax;+xiyg, 1=1,...,n, (1.64)

ou a est un paramétre de dépendance positif qui détermine 'importance relative du facteur systé-
matique (par rapport au facteur idiosyncratique) . Les processus x, z;, 7 = 1,...,n, sont supposés
étre des copies indépendantes d’'un méme processus AJD z; qui vérifie ’équation différentielle
stochastique suivante :

2zt = k(0 — z¢)dt + o/zedWy + dJy, (1.65)

avec W un mouvement Brownien standard et J un processus Poisson Composé, d’intensité A,
dont les sauts sont de loi exponentielle de parameétre p. De plus, le processus J est supposé étre
indépendant du processus W. Le choix de la classe des processus AJD n’est pas anodin. En
effet, moyennant certaines restrictions sur les paramétres régissant la dynamique d’un processus
AJD, on peut montrer que cette classe de processus est stable par convolution (voir la Proposi-
tion 1 de |Duffie et Garleanu| (2001) pour une preuve formelle). En particulier, les intensités \; ¢,
i =1,...,n, décrites par ’équation [1.64] sont des processus AJD dont les paramétres peuvent
étre déterminés aisément. En outre, comme la founction caractéristique de l'intégrale d’un pro-
cessus AJD est connue ana,lytiquement[g_g], le calcul des lois marginales est immédiat en prenant
I'espérance de Néanmoins, contrairement aux approches basées sur des copules, il n’est pas
toujours possible de calibrer les lois marginales sur les cotations de CDS & différentes maturités.
En effet, le méme paramétre a agit a la fois sur les marginales et sur la structure de dépendance,
ce qui rend la procédure de calibration plus complexe.

Remarquons de plus que les temps de défaut sont échangeables dans cette construction. Condi-
tionnellement & V; = fg xsds, les indicatrices de défaut Dy, ..., D, sont indépendantes. La
probabilité mélange associée a cette suite de variables de Bernoulli échangeable peut s’exprimer
ainsi :

h=Q(n<t|V)=1-E [exp (— /Ot xi,sdsﬂ exp (—aVy) . (1.66)

Comme pour les deux derniers exemples, modéles structurel et Poisson multivarié, il s’agit d’un
modele & un facteur oul le facteur est un processus stochastique.

Les modéles & intensité affine ont été introduits pour ’évaluation de tranches de CDO par
Duffie et Garleanu| (2001)). |Gregory et Laurent| (2003) ont montré que ces modeéles appartiennent
a la classe des modeles a facteur en mettant en évidence I'expression de la probabilité mélange.
Mortensen| (2006]) puis [Eckner| (2007) ont successivement étendu I’approche, en permettant plus
de flexibilité dans le choix des paramétres et en développant des méthodes numériques efficaces
pour la calibration et ’évaluation de tranches de CDO. Chapovsky et al. (2007)) utilisent une
spécification légérement différente des intensités de défaut qui garantit une calibration parfaite
des parameétres du modeéle sur les cotations de CDS. Néanmoins, la positivité des intensités ap-
parait comme une contrainte dans leur approche, ce qui peut étre problématique en pratique.
Feldhiitter| (2008) effectue une analyse empirique du modeéle & partir des spreads des tranches
standardisées sur l'indice CDX@ entre Mars 2006 et Septembre 2006 et des spreads des CDS qui
composent cet indice. Les parameétres du modeéle sont estimés une fois pour toute par une cali-
bration croisée en temps (sur la période d’observation) et en espace (pour les différentes tranches

55. Pour un processus AJD x, il existe des fonctions & valeurs complexes af.,.) et 3(.,.) dépendant des pa-
rameétres du processus telles que : E [exp (iu fot :csds>] = exp (a(u,t) + B(u, t)xo). Voir le livre de [Lando| (2004)

pour plus de détails.
56. on-the-run 5-year CDX NA IG Series 6.
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et CDO). Il montre en particulier que le modéle prédit raisonnablement 1’évolution des spreads
pour les tranches risquées, mais qu’il reproduit imparfaitement I’évolution des tranches senior.

La loi de la probabilité mélange peut étre calculée par différentes méthodes numériques. Nous
proposons ici de comparer plusieurs approches. La premiére est basée sur I'inversion de la fonction
caractéristique de V; par un algorithme FF'T et les suivantes reposent sur l'estimation de loi de
q & partir de ses premiers moments.

Approche par FFT

Comme la fonction caractéristique du facteur V; = fg xsds s'exprime analytiquement (voir
note de bas de page, il est possible de déterminer la loi de V; en inversant sa fonction caracté-
ristique par un algorithme FFT. La probabilité mélange p; étant une fonction déterministe de V4,
il est alors immédiat de calculer sa loi, connaissant celle de V4. La figure page [62] représente,
pour un jeu de paramétres cohérent avec des données de marché, la fonction de répartition a 5
ans de p; (ligne pleine) obtenue par cette méthode. Le probléme de cette approche est que l'inver-
sion de la fonction caractéristique par FFT peut parfois étre numériquement instable notamment
pour des lois & queue épaisse@. Or c’est potentiellement le cas pour V; qui est l'intégrale d’une
diffusion & saut et peut donc avoir un support trés étendu.

Probléme des moments de Hausdorff

Remarquons que 'on peut facilement calculer les moments de la probabilité conditionnelle
de survie ¢; = 1 — p;. En effet, pour un entier positif k, on a :

k

my = E [qf} _E {exp (— /Ot xi,sdsﬂ E [exp (—akV;)] , (1.67)

qui est connu de maniére analytique. Une méthode alternative consiste alors & estimer la loi de ¢
a partir de ses premiers moments. Cela correspond exactement au célébre probléme des moments
de Hausdorff. En pratique, si I’on se donne un nombre fini de moments comme (3o1r1t]r3ui1r1tes[§7 il
est clair que ce probléme peut admettre plusieurs solutions (voir une infinité de solutions). C’est
pourquoi, il existe dans la littérature plusieurs méthodes d’estimation d’une loi & partir de ses
premiers moments.

Jaynes (1986) propose d’exprimer la densité g de ¢ comme une combinaison linéaire de
polyndmes orthogonaux de Legendre :

oo
9(g) =Y aiPiq), 0<q<1, (1.68)
i=0
ot P,..., P, ... forment la suite des polynémes de Legendre, orthogonaux pour le produit

scalaire (f,g) = fol f(z) g(:p)dx. Ces polynomes vérifient la relation de récurrence suivante :

Poaa(a) = 25 20 - VB0 — i Pala),
Py(g)=2¢-1, (1.69)
PO(q) = 17

57. voir page , la note de bas de page |26| pour plus de détails concernant les problémes d’inversion par FFT.

58. En supposant bien sur que ces moments proviennent d’'une méme loi de probabilité.
59. Il s’agit en faut des shifted Legendre polynomials.
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1.2. Revue des modéles o facteur

D P 1
et sont tels que (P, Pj) = 577 ; |
tout entier 4, le #*™° polynéme de Legendre P; est orthogonale aux polynomes ¢°, ..., ¢"~!'. Dans
cette approche, les [ premiers moments de g, mg, ..., m;_1, peuvent donc s’exprimer comme un

systéme linéaire triangulaire en les coefficients ag, ..., a;_1 :

i ; ol 9; ; désigne le symbole de Kronecker. En particulier, pour

k

1
my = / qu(Q)dq = Zai<qk> Pz(Q)>7 k=0,....,0—1, (170)
0 =0
ol les termes (g", Pl(q)>, k=0,...,1—1,i=0,...,k, peuvent étre calculés aisément au moyen
d’une récurrence basée sur la relation [I.69] De plus, ce systéme est inversible puisque les termes
“diagonaux”, <qk,]5k(q)>, k =0,...,1 —1 sont non nuls et on peut déterminer simplement les
coefficients aq, ..., a;_1. La densité g est alors approchée par la fonction :

-1
§=> alPig), 0<q¢<1, (1.71)
i=0
qui reproduit parfaitement les [ premiers moments de g. En effet, par construction, on a bien :

1
mk:/ i(q)dq, k=0,...,1—1. (1.72)
0

Il s’agit donc d’une solution exacte. Le probléme est que la fonction de densité g obtenue par cette
méthode n’est pas forcément une vraie densité de probabilité au sens ol des masses négatives
ne sont pas exclues (voit figure . La fonction § peut étre considérée comme une densité ou
une mesure signée. De plus, lorsque le nombre de contraintes augmente (le nombre de moments),
la densité estimée devient trés irréguliére (nombre trés important de modes) et n’est donc plus
exploitable.

T T T T T T T

densité AJD par FFT
= = =densité AJD par polyndmes de Legendre 4

]
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Ficurke 1.14 — Ce graphique représente en ligne pleine la densité & 5 ans de p; pour un modéle
a intensité affine par I’approche FFT. En pointillé, la densité estimée & partir des 15 premiers
moments de ¢ par une combinaison linaire de polynémes de Legendre. La valeur initiale des
processus AJD est fixée & zg = 0.01 et les autres parameétres sont tels que x = 0.25, 6§ = 0.02,
o =0.05, A =0.02, © = 0.03. La probabilité marginale de défaut a 5 ans est égale & 10%.
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Chapitre 1. Les modéles & facteur pour I’évaluation de tranches de CDO

Athanassoulis et Gavriliadis (2002) proposent d’estimer la densité de ¢ au moyen d’un mé-
lange de noyaux de densité Beta. Pour simplifier, un noyau de densité Beta K(q,qo,h) de
centre qo € [0, 1] et de fenétre h > 0 est une densité de probabilité basée sur la loi Beta. En effet,
si l'on note fp(q,a,b) la densité de la loi Beta de paramétre a > 0 et b> 0, on a :

F(a’ + b) a—1

WQ (1- Q)b_l’ 0<qg<1, (1.73)

fB(q,CL7b) =

en notant ' la fonction Gamma. K(q, qo, h) correspond & une densité de loi Beta fp(q,a,b) de
mode égale & qo et d’écart-type égale a h. Les parametres a et b de la loi Beta décrite par ((1.73))
doivent donc vérifier les relations suivantes :

f5(q0,a,b) =0,
h=/E[x?) - E[X],

(1.74)

ou X est une variable aléatoire de densité fp(q,a, b)@ L’idée est d’approcher la densité de ¢

par une densité § qui est un mélange de N noyaux beta de centres qi, ..., gy et de fenétres égales
ah:
N
9(q) =Y miK(q.qih), (1.75)
i=1
ou 71, ...,7N sont les masses de probabilité attribuées & chaque noyau telles que Zf\il m = 1.
Remarquons que dans ce cas § est une densité de probabilité. Ainsi, le probléme revient donc a
trouver un vecteur de probabilité (m,...,mx) tel que :
N
mp =Y B, k=0,...,1-1, (1.76)
i=1

ou By, ; correspond au £“"® moment du noyau ¢ :

1
Bpi = / K (g, 4, h)da, (1.77)
0

et peut étre calculé facilement par une intégration numérique (quadrature de Gauss-Legendre).
Lorsque le systéme est sous-dimensionné (plus de contraintes que de paramétres a détermi-
ner), il peut étre résolu par un algorithme des moindres carrés. Athanassoulis et Gavriliadis| (2002)
analysent des choix de parameétres optimaux en fonction du nombre de contraintes (nombre de
moments) et de 'écart-type de la loi a estimer. Cette méthode produit des densités de probabilité
réguliéres pour ¢; mais 'erreur d’estimation est fortement dépendante des centres et de la fenétre
choisie pour les noyaux, ce qui n’est pas souhaitable dans le cadre d’une mise en ceuvre auto-
matique de ’approche. La figure représente la densité estimée par la méthode des noyaux a
partir des 100 premiers moments de th

60. Voir 'annexe A de |Athanassoulis et Gavriliadis| (2002) pour une solution explicite de ce systéme.
61. 99 noyaux Beta dont les centres sont repartis uniformément sur [0, 1] et la fenétre h a été choisie comme
dans I'article d’ |Athanassoulis et Gavriliadis| (2002) égale & h = 0.5y/m2 — m? + 0.01.
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FiGure 1.15 — Ce graphique représente en ligne pleine la densité & 5 ans de p; pour un modéle
A intensité affine par I’approche FFT. En pointillé, la densité estimée & partir des 100 premiers
moments de ¢; par un mélange de noyau Beta. La valeur initiale des processus AJD est fixée a
zo = 0.01 et les autres parameétres sont tels que k = 0.25, 8 = 0.02, ¢ = 0.05, A = 0.02, . = 0.03.
La probabilité marginale de défaut a 5 ans est égale a 10%.

suppose par exemple que la loi de ¢ peut étre représentée sur le support {0, %, N
N entier, et est telle que :

@(gt:]{[):wj, =0, N-1. (1.78)

Dans ce contexte, le probléme des moments peut étre résolu en trouvant mg,...,wy_1 tels que :
N-1 j k

mk:jzo <N> 7, k=0;...,1—1. (1.79)

Cette approche a été étudiée par Wood, (1999) et développée par Vacca, (2008)) dans le contexte
de la modélisation des portefeuilles de crédit. Le systéme [1.79| peut étre résolu par un algorithme
de minimisation des moindres carrés. La figure représente en pointillé ’estimation de la
fonction de répartition de p; par cette méthode a partir des 100 premiers moments de g;. L’erreur
d’approximation des moindres carrés est inférieure & 1070, Contrairement & l'approche FFT,
cette derniére méthode semble étre stable et efficace en pratique mais les temps de calcul sont
comparables dans les deux cas.
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FiGURE 1.16 — Ce graphique représente en ligne pleine la fonction de répartition a 5 ans de p;
pour un modéle a intensité affine. En pointillé, la fonction de répartition estimée & partir des
100 premiers moments de ¢; a partir de la méthode d’approximation proposée par Vacca (2008]).
Les parameétres des processus AJD sont tirés d’une calibration d]Eckner| (2007) (premiére ligne
du tableau 4) effectuée sur les spreads de marché des tranches de I'indice CDX au 5 Décembre
2005. La probabilité marginale de défaut a 5 ans est fixée a 3%.
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Chapitre 2

Analyse comparative de la dépendance

Ce chapitre a pour but d’analyser I’effet de la dépendance sur le niveau des primes de tranches
de CDO ou sur certaines mesures de risque sur la perte agrégée. Nous nous placons dans le cadre
des modéles individuels de risque ou approches bottom-up qui englobent en particulier la classe
des modeles a facteur.

Les modéles individuels congoivent le risque d’un portefeuille comme la résultante ou la somme
des risques attribués & chaque entité constituant le portefeuille. Considérons un portefeuille
constitué de n entités de crédit qui peuvent faire défaut a des dates (7i,...,7,) et notons D;; =
1i<iy, @ = 1,...,n, les indicatrices de défaut correspondantes a la date ¢, D;; indiquant si le
défaut du nom ¢ est survenu ou non avant t. En cas de défaut, nous supposerons que le nom
i entraine une perte égale & M;, i = 1,...,n indépendante des instants d’arrivée des défauts.
Ainsi, la perte totale du portefeuille en ¢ est égale a :

Li= MDy,. (2.1)
=1

Nous avons vu au chapitre [I] que ce processus gouverne I’évolution des cash-flows des tranches
de CDO. On suppose que la structure de dépendance des temps de défaut est régie par un
paramétre de corrélation 6. Nous montrerons dans ce chapitre I'impact du paramétre 6 sur le
niveau de risque de la perte agrégée, au sens par exemple d’'une augmentation des prix de call

ou de certaines mesures de risque. De maniére plus formelle, pour deux vecteurs (Dy4, ..., Dpt)
et (Di4,..., Dy, ), nous analyserons les conditions sur 6 pour lesquelles :
E[(L; —a)"] <E[(L} — a)*] pour tout a € R, (2.2)

ou de maniére similaire :
p(Ly) < p(L}) pour certaines mesures de risque p. (2.3)

Notre étude s’appuie sur des résultats issus de la théorie des ordres stochastiques. Cette
derniére a connu un large développement récemment notamment dans le champ d’application
des sciences actuarielles et en particulier pour les modéles individuels de risque. L’ordre super-
modulaire a recu une attention particuliére puisqu’il conduit & des résultats de comparaisons
intéressants au niveau de la perte agrégée. [Bauerle et Miiller| (1998)) et |[Miller| (1997) explorent
I'application des ordres stochastiques multivariés pour 'analyse du risque de la perte agrégée
pour plusieurs modeéles de dépendance. |Bauerle et Miller| (2005]) établissent la compatibilité de
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certains ordres stochastiques univariés avec les mesures convexes de risque. | Burgert et Riischen-
dorf] (2006) généralisent ce dernier article dans le cas multivarié. L’ordre supermodulaire et ses
applications sont traités spécifiquement par Bauerle| (1997) et [Miiller et Scarsini| (2000).

Plusieurs articles comme ceux de Dhaene et Goovaerts| (1997) et |Cossette et al.|(2002) s’inté-
ressent & la modélisation et & 'analyse de la dépendance dans les modéles individuels de risque.
Dans le contexte de la modélisation du risque de crédit, un certain nombre de résultats de compa-
raison est établi par Burtschell et al.|(2007), Burtschell et al. (2008]), Schmock et Bauerle (2007)),
Denuit et Frostig| (2007), et |Cousin et Laurent| (2008al).

Ce chapitre est divisé en quatres sections. Nous rappellerons dans la section les définitions
des ordres stochastiques que nous serons amenés & utiliser dans la suite ainsi que certaines pro-
priétés classiques associées. Nous insisterons en particulier sur les applications & la comparaison
des risques dans les modéles individuels. Dans la section nous analyserons I'impact du niveau
de dépendance sur les primes de tranche de CDO dans plusieurs états théoriques de la structure
de dépendance. Nous examinerons notamment le cas de la comonotonie, celui de I'indépendance
mais également ’hypothése d’un portefeuille infiniment granulaire. La section est consacrée
au cas d’un portefeuille échangeable. Rappelons que d’aprés le Théoréme de De Finetti, une
suite de variables aléatoires de Bernoulli échangeables peut étre associée & un facteur mélange ou
une “probabilité mélange”. Nous caractériserons dans cette section l'ordre supermodulaire pour
les vecteurs de Bernoulli échangeables & 1’aide d’un critére de comparaison sur les probabilités
mélanges. Enfin, dans la section nous verrons que les résultats développés dans les sections
précédentes peuvent étre appliqués aisément & ’analyse de la dépendance dans les modéles a
facteur. Nous reprendrons la plupart des approches présentées au chapitre [I| en montrant dans
chaque cas 'effet des paramétres de corrélation sur le niveau des primes de tranches de CDO et
sur les mesures de risque convexes sur la perte agrégée.

2.1 Quelques rappels sur la théorie des ordres stochastiques

Cette section a pour but d’introduire les outils théoriques que nous serons amenés a utiliser
pour analyser l'effet de la dépendance sur le risque d’un portefeuille de crédit. Nous verrons
la. définition et les propriétés de certains ordres stochastiques en dimensions 1 et en dimension
n > 2. Nous examinerons en particulier comment des relations de comparaison sur la perte
agrégée peuvent étre déduites de relations de comparaison sur le vecteur des temps de défaut.
La théorie des ordres stochastiques et ses applications & la gestion du risque ont fait I’objet
de plusieurs livres, comme ceux de Denuit et al. (2005), Miiller et Stoyan (2002) ou |Shaked et
Shanthikumar| (1994) auxquels nous invitons le lecteur & se reporter pour plus de détails. Les
variables aléatoires rencontrées dans cette partie sont supposées étre définies sur un espace de
probabilité (2,4, Q).

2.1.1 Ordres stochastiques univariés

Les ordres stochastiques univariés permettent de comparer des variables aléatoires & valeurs
réelles suivant certains critéres plus ou moins restrictifs. Nous examinerons en particulier 'ordre
de la dominance stochastique et ’ordre convexe.

L’ordre stochastique le plus naturel et le plus populaire est sans doute celui de la dominance
stochastique & l'ordre 1 ou dominance stochastique qui repose sur une comparaison ponctuelle
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des fonctions de répartitions.

Definition 2.1 (Dominance stochastique) Soient X et Y deuz variables aléatoires de fonc-
tion de répartition Fx et Fy. On dit que Y domine X stochastiquement (que l'on note X <4 Y)
si et seulement si Fx(t) > Fy (t) pour tout t.

En d’autres termes, lorsque Y domine X stochastiquement, X prend des valeurs plus faibles
avec une probabilité plus élevée que pour Y. Plusieurs propriétés intéressantes découlent de cette
derniére définition et sont regroupées dans la proposition suivante :

Proposition 2.1 Soient X et Y deuz variables aléatoires de fonction de répartition Fx et Fy.
L’ordre de la dominance stochastique a les propriété suivante :

1. X <4'Y si et seulement s’il existe une variable aléatoire Z positive telle que Y 4x +Z;
2. 81 X <4Y, alors E[X] < E[Y];
3. 81 X <Y et E[X] =E[Y], alors X et Y ont méme loi, i.e Fix = Fy.

Preuve : Pour montrer le sens (=) de la propriété |1} il suffit de choisir Z tel que Z =
Fy Y (Fx(X))— X, ou Fyt désigne Vinverse généralisée de la fonction de répartition de Y. Le sens
(<) est immeédiat. La propriété [2] est une conséquence directe de la propriété [I] Pour prouver la
propriété (3| il suffit de remarquer que E[Y] — E[X] = fj;o(FX(t) — Fy (t))dt qui est l'intégrale
d’une fonction positive sur R. Nécessairement, cet intégrale est nulle si Fx(t) = Fy (t) pour tout
t. U

L’ordre de la dominance stochastique compare la “taille” de variables aléatoires au sens ou
X <4 Y entraine E[X] < E[Y]. Nous aurons également besoin de comparer la variabilité ou
la dispersion de variables aléatoires. En fait, il est possible de comparer le niveau de dispersion
de variables aléatoires en utilisant des ordres stochastiques basés sur des fonctions convexes. Ce
lien entre convexité et variabilité est bien connu en économie du risque. En effet, selon la théorie
de Tutilité espérée, un agent averse au risque (de fonction d’utilité croissante concave) qui a le
choix entre deux risques de méme espérance préférera toujours le risque qui supporte le moins
de variabilité.

Nous présentons maintenant plusieurs ordres stochastiques basés sur la notion de convexité.
Rappelons qu’une fonction f est convexe si :

flaz+ (1 —a)y) < af(z)+ (1 —-a)f(y), (2.4)
pour tout x et y et tout 0 < a < 1.

Definition 2.2 Soient X et Y deuz variables aléatoires de fonction de répartition Fx et Fy.
On dit que :

1. X est plus petit que Y au sens de l'ordre convexe (que l'on note X <., Y ) si et seulement
st E[f(X)] < E[f(Y)] pour toute fonction f convexe pour laquelle les espérances existent ;

2. X est plus petit que Y au sens de l'ordre convexe croissant (que l'on note X <. Y')
si et seulement si E[f(X)] < E[f(Y)] pour toute fonction f convexe et croissante pour
laquelle les espérances existent;

3. X est plus petit que Y au sens de l'ordre stop-loss (que l'on note X <y Y ) si et seulement
si E[(X —t)T] <E[Y —t)T]| pour tout réel t tel que les espérances existent ;
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4. X est plus petit que Y au sens de l'ordre less dangerous (que l'on note X <p Y ) si et
seulement sl existe tg € R tel que Fx(t) < Fy(t) pour tout t < to, Fx(t) > Fy(t) pour
tout t > to et si E[X] <E[Y].

Remarquons que lorsque deux variables aléatoires X et Y sont comparables suivant 1’ordre
convexe, X <. Y, alors elles ont nécessairement méme espérance, E[X] = E[Y]. En effet, il
suffit de remarquer que la fonction identité ¢ — t et son opposé t — —t sont convexes. De plus,
comme la fonction t — t% est convexe, on en déduit que la variance de X est inférieure a la
variance de Y, i.e Var (X) < Var (V).

Le théoréme de Strassen fournit une caractérisation de 'ordre convexe :

Théoréme 2.1 (Strassen) Soient X et Y deux variables aléatoires d’espérance finie. Les pro-
positions suivantes sont équivalentes :

(Z) X <Y
(i1) Il existe des variables aléatoires X et Y de méme loi que X et Y et une variable aléatoire
Z telles que Y = X + Z etIE[Z]X} = 0.

En d’autres termes, Y est égal & X auquel on a rajouté un bruit Z. Cela traduit bien le fait que Y
est plus “variable” que X. On peut également montré que 'ordre convexe et ’ordre convexe crois-
sant sont équivalents pour des variables aléatoires de méme espérance. La proposition suivante
est tirée du livre de Miiller et Stoyan| (2002) (théoréme 1.5.3).

Proposition 2.2 Soient X et Y deux wvariables aléatoires d’espérance finie. Les propositions
suivantes sont équivalentes :

(i) X <ea Y :
(i) X <iex Y et E[X] = E[Y].

Ainsi lorsque 'on cherche & comparer des variables aléatoires de méme espérance suivant 'ordre
convexe, il suffit de comparer ses variables suivant 'ordre convexe croissant. La proposition
suivante tirée du livre de Miiller et Stoyan|(2002) (théorémes 1.5.7 et 1.5.17) relie Pordre convexe
croissant & l'ordre stop-loss et & 'ordre less dangerous.

Proposition 2.3 Soient X et Y deux variables aléatoires d’espérance finie. On a :
1. X <sl Y& X <icz Y;
2. XSDY:>X§ich,

En conséquence, 'ordre convexe croissant peut étre obtenu a partir de 'ordre stop-loss, ce qui
réduit considérablement la taille de ’espace des fonctions a tester. Il est également possible de
déduire 'ordre convexe croissant de ’ordre less dangerous en comparant simplement I’allure des
fonctions de répartition : pour montrer que X <;.. Y, il suffit de vérifier que les fonctions de
répartition de X et de Y se “croisent” une et une seule fois.

2.1.2 Ordres stochastiques multivariés

Les ordres stochastiques multivariés permettent de comparer des vecteurs aléatoires selon
certains critéres. Nous examinons en particulier les ordres stochastiques multivariés basés sur
la fonction supermodulaire qui permettent de comparer le niveau de dépendance interne entre
vecteurs aléatoires. Rappelons d’abord la définition d’une fonction supermodulaire.
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Definition 2.3 Une fonction f : R™ — R, n > 2, est supermodulaire si pour tout x € R",
1<i<j<neted >0, elle vérifie la relation suivante :

flee, .. xi+e, o,z +0,...,2n) — flen,... i +e, .., .., Tp)
> flx,..o @,z 0, ) — fo, X, T, ). (2.5)

Si, de plus, la relation est vérifiée pour © = j, alors f est directionally conver.

Essayons d’interpréter cette derniére définition d’un point de vue économique. Considérons par
exemple un portefeuille de crédit de dimension n et plagons nous a une date fixée. Nous supposons
que x;, 1 = 1,...,n sont des variables binaires indiquant par 1 ou par 0 le défaut ou non d’une
entité de référence et que f représente la perte globale associée & ce portefeuille. On se place pour
simplifier dans le cas ot ; = 0, ; = 0, 0 = 1 et ¢ = 1. La relation compare la variation de la
perte lors de larrivée d'un défaut (z; + 6 = 1) dans deux situations. Dans la premiére situation
(premiére ligne), il y a un défaut de plus (x; + € = 1) que dans la seconde situation (deuxiéme
ligne). La relation traduit donc le fait que l'effet de ’arrivée d’un nouveau défaut sur la perte
est d’autant plus important losque d’autres défauts ont été observés.

On peut vérifier de plus qu’une fonction f : R™ — R, n > 2 deux fois différentiable est supermo-

82
dulaire si et seulement si ses dérivées partielles croisées 2.0 sont positives pour ¢ # i. Si en
LiO0T
2
plus ) > 0, alors f est directionally convex. Nous présentons ci-dessous la définition de I'ordre
x4
(2

supermodulaire, de I’ordre supermodulaire croissant et de 'ordre directionally convez.

Definition 2.4 Soient X = (X1,...,X,) et Y = (Y1,...,Y),) deux vecteurs aléatoires de R™,
n > 2.

1. X est plus petit que Y au sens de l'ordre supermodulaire (que l'on note X <z, Y) si
E[f(X)] <E[f(Y)], pour toute fonction f supermodulaire pour laquelle l’espérance existe ;

2. X est plus petit que Y au sens de l'ordre supermodulaire croissant (que l'on note
X <ism Y) si E[f(X)] < E[f(Y)], pour toute fonction f supermodulaire et croissante
pour laquelle l'espérance existe ;

3. X est plus petit que Y au sens de l'ordre directionally convex (que l'on note X <4 Y)
siE[f(X)] < E[f(Y)], pour toute fonction f directionally convex pour laquelle lespérance
existe.

En particulier, deux vecteurs aléatoires comparables au sens de I’ordre supermodulaire, X <, Y,
ont mémes marginales. Autrement dit, si on note X = (Xy,...,X,), Y = (Y1,...,Y},) et
Fx,,....,Fx,, Fy,,..., Fy, les lois marginales associées au vecteurs X et Y, alors nécessaire-
ment, Fx, = Fy,, 1 = 1,...,n. Cela découle du fait que toute fonction f : R” — R dépendant
d’une seule variable est supermodulaire.

De plus, si X <, Y, les corrélations entre composantes du vecteur X sont plus petites que les
corrélations entre composantes du vecteur Y, i.e pour tout i # j, Cov (X;, X;) < Cov (V;,Y)).
En effet, il suffit de remarquer que la fonction f(x) = x;z; est supermodulaire pour tout i # j
et d’appliquer la remarque précédente. L’ordre supermodulaire se concentre donc sur la compa-
raison de la dépendance pour des vecteurs aléatoires de mémes marginales.
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Ci-dessous, une proposition tirée du livre de Miiller et Stoyan| (2002)) (théoréme 3.9.11) établissant
un lien entre 'ordre supermodulaire et I’ordre supermodulaire croissant.

Proposition 2.4 Soient X et Y deux vecteurs aléatoires. Les propositions suivantes sont équi-
valentes :

(i) X <sm Y;

(i) X <ism Y et X et Y ont les mémes marginales ;
(117) X <ism Y et X et Y ont les mémes espérances, i.e E[X]| = E[Y].

Ainsi, ordre supermodulaire et ordre supermodulaire croissant sont équivalents pour des vecteurs
de méme espérance.

2.1.3 Ordres stochastiques et prix de call

Méme si 'ordre supermodulaire n’est pas trés intuitif & premiére vue, il conduit & des résultats
de comparaison intéressants lorsque 'on agrége les composantes d’un vecteur. En effet, [Miiller
(1997) montrent le résultat suivant :

Proposition 2.5 Soient X = (X1,...,X,), Y = (Y1,...,Y,) et M = (My,..., M,) trois vec-
teurs aléatoires tels que M soit indépendant de X et de Y. Considérons les sommes Lx =
Z?:l MLXZ et Ly = E?:l MIK AlOTS,

1. X <sm Y = LX <ex LY ;

2. X <ism Y = LX <icx LY-
Ce résultat est utile en pratique lorsque ’on cherche & comparer le risque sur des pertes cumulées
dans le cadre d'un modele individuel. Considérons par exemple deux portefeuilles de crédit de
méme taille & une date ¢ fixée. Le vecteur des indicatrices de défaut est noté Dy = (D14, ..., Dp¢)
pour le premier portefeuille et Df = (D74, ..., Dy, ;) pour le second portefeuille. Si I'on suppose

que les pertes en cas de défaut (losses given default) notés My, ..., M, sont les mémes pour les
deux portefeuilles et sont des variables aléatoires indépendantes de Dy et Dy, on a donc :

Dt Ssm D: = Lt Scx L?; (26)

ot Ly => " M;D;y et Lf =5, MiDZt représentent la perte agrégée associée au premier et
au second portefeuille. En particulier, comme 'ordre convexe implique 'ordre stop-loss, 'ordre
supermodulaire sur les vecteurs des indicatrices de défaut entraine une comparaison des prix de
call sur la perte agrégée. En effet, pour tout réel a, on peut écrire :

D¢ < Di =E[(L:—a)*] <E[(L; —a)"]. (2.7)

L’ordre supermodulaire sur les vecteurs des indicatrices de défaut entraine également des
résultats de comparaison en termes de mesures de risque sur la perte agrégée.

2.1.4 Ordres stochastiques et mesures de risque

Nous montrons ici le lien entre ordres stochastiques et mesures de risque. Introduisons les
mesures de risques suivantes :

Definition 2.5 Soit X une variable aléatoire réelle.
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2.1. Quelques rappels sur la théorie des ordres stochastiques

1. La Value-at-Risk (VaR ) de X au niveau « est définie par :
VaR (X;a) =inf{z e R | Q(X <z) > a}. (2.8)

2. La Tail Value-at-Risk (TVaR ) de X au niveau « est définie par :

1
TVaR (X;a) = ]

—

/1 VaR (X;e)de. (2.9)

3. Soit g une fonction de distorsion, i.e une fonction croissante telle que g(0) =0 et g(1) = 1.
La mesure de distorsion p, de Yaari-Wang de X associée a la fonction g est définie par :

+oo
p(X) = [ 9@ > ) (2.10)
0
Les propositions suivantes sont extraites du livre de Denuit et al.| (2005)). La dominance stochas-
tique (<s) est compatible avec la VaR et les mesures de risques de Yaari-Wang.

Proposition 2.6 Soient X et Y deux variables aléatoires réelles, alors :

X <a4Y & VaR (X;a) < VaR (Y;a), pour tout o € [0,1], (2.11)
& pg(X) < pg(Y), pour tout fonction de distorsion g. (2.12)

L’ordre stop-loss (<4) (et donc également les ordres <;cp, <p <cz, <st) est compatible avec la
mesure de risque TVaR et les mesures de risque de Yaari-Wang pour des fonctions de distorsions
concaves.

Proposition 2.7 Soient X et Y deuz variables aléatoires réelles, alors :

X<4gY & TVaR (X;a) < TVaR (Y;«), pour tout o € [0, 1], (2.13)
& pg(X) < pg(Y), pour tout fonction de distorsion g concave. (2.14)

Un résultat plus général de Bauerle et Miiller| (2005) (théoréme 4.3 & compléter par Jouini et al.
(2006))) montre que 'ordre stop-loss est compatible avec toutes les mesures de risque convexes et
invariantes en loi (Voir ’annexe |A| page pour une définition des mesures convexes de risque).

Proposition 2.8 Soient deuz variables aléatoires réelles X et Y. Alors,
pour toute mesure de risque conveze et invariante en loi p.

Ainsi, comme 'ordre supermodulaire sur les vecteurs des indicatrices de défaut entraine 'ordre
stop-loss sur les pertes agrégées, cela nous permet en méme temps d’effectuer des comparaisons
relatives & des mesures de risque. En effet, en reprenant les notations de la section précédente,
de la relation et de la proposition on déduit immédiatement :

D¢ <¢m D = TVaR (L;;a) < TVaR (Lj;«), pour tout a € [0, 1], (2.16)
= pg(Lt) < pg(Lf), pour tout fonction de distorsion g concave. (2.17)
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2.2 Ordres stochastiques et monotonie des primes de CDO

Dans cette section, nous mettrons en exergue plusieurs applications pratiques de la théorie des
ordres stochastiques & l'analyse du risque des tranches de CDO. Nous montrons en particulier
comment obtenir des résultats de monotonie sur les primes de tranche de CDO & partir de
I'ordre supermodulaire sur le vecteur des temps de défaut. Nous appliquerons ces résultats dans
différentes situations. Les cas extrémes de la comonotonie et de I'indépendance nous permettrons
d’obtenir des bornes pour les primes de CDO. Nous comparerons également les primes de CDO
sous ’hypothése d’un portefeuille infiniment granulaire. Cette section est fortement inspirée de
la partie IIT de [Burtschell et al.| (2008). Dans une section spécifique (la section suivante ,
nous examinerons en détail le cas de ’échangeabilité des temps de défaut.

2.2.1 Ordre supermodulaire et monotonie des primes de CDO

Considérons un portefeuille de crédit composé de n entités de référence et désignons par
T = (T1,...,Ty) le vecteur des temps de défaut. Notons également M = (M, ..., M,) le vecteur
des pertes en cas de défaut. Nous supposons dans la suite que M est indépendant de 7. Cette
hypothése est certes contestable mais communément employée en pratique. La question & laquelle
nous tentons de répondre est la suivante :

Quel est leffet de la dépendance entre les temps de défaut sur les primes de CDO ?

Intuitivement, une augmentation de la dépendance entre les temps de défaut a tendance &
augmenter le risque de grandes pertes et & diminuer le risque de petites pertes. Ainsi, cela en-
traine pour la loi de la perte agrégée un transfert de masse de probabilité des petites valeurs
du support vers les grandes valeurs du support. On peut donc d’ores et déja s’attendre & une
diminution du risque pour les tranches supportant les premiéres pertes ou tranches equity et une
augmentation du risque pour les tranches supportant les derniéres pertes ou tranches senior.

Cette intuition peut étre confirmée théoriquement en exploitant les outils provenant de la
théorie des ordres stochastiques. Nous avons vu que le niveau de dépendance de vecteurs aléa-
toires pouvait étre comparé avec l'ordre supermodulaire. Pour répondre a la question posée de
fagon formelle, il est donc naturel d’utiliser cet outil théorique. Ainsi, augmenter la dépendance

entre les composantes du vecteur 7 revient a considérer un vecteur 7* = (7f,...,7;) tel que

r'n
T <gm T*. On peut dire que le vecteur 7* a un niveau de dépendance plus élevé que le vecteur 7

au sens de l'ordre supermodulaire.

Rappelons que les cash-flows d'une tranche de CDO sont gouvernés par ’évolution du processus
de la perte agrégée. Dans le cas ou 7 est le vecteur des temps de défaut, la perte agrégée associée
s’écrit :

n
Ly = ZMiDi,t, (2.18)
i=1
ou D1t =17 <py,- -+, Dot = 1{7, <) désignent les indicatrices de défaut a la date ¢ correspondant

au vecteur 7. Dans le cas ol 7* est le vecteur des temps de défaut, la perte agrégée associée s’écrit :
n
L; =Y MDj,, (2.19)
i=1
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ou Dy, = liecny, oo Dy y = 1ipe<qy désignent les indicatrices de défaut a la date ¢ correspon-
dant au vecteur 7*.

On peut d’abord remarquer que 'ordre supermodulaire sur le vecteur des temps de défaut est
cohérent avec 'ordre supermodulaire sur le vecteur des indicatrices de défaut, i.e, pout tout date
t,ona:

(71,3 ™) Ssm (715, 70) = D1ty D) Ssm (Diygseoo, Dy y)- (2.20)

En effet, pout tout ¢, la fonction x — 1y« est décroissante et 'ordre supermodulaire est
invariant par transformations croissantes ou décroissantes des composantes d’un vecteur. D’aprés
la relation il en découle une comparaison des prix de call sur la perte agrégée puisque :

(Digs- - Dng) <sm (Diy,....Dsy) = E[(Le—a)T] <E[(Lf —a)T], (2.21)

pour toute date ¢ et pour tout réel a. Remarquons de plus que lorsque a = 0, E[L;] = E[L]]
puisque des vecteurs comparables suivant 1’ordre supermodulaire ont méme marginale. Nous
pouvons maintenant montrer quune augmentation de la dépendance au sens de l'ordre super-
modulaire entraine une diminution de la prime pour les tranches equity [0,b], 0 < b < 1 et
une augmentation de la prime pour les tranches senior [a,100%], 0 < a < 1. Commencons par
présenter ce résultat pour les tranches senior.

Proposition 2.9 Soient L; et L} deux processus de perte agrégée définis par (resp.) et
[2.19 On considére une tranche de CDO [a,100%)] ou 0 < a < 1. Soit DL (resp. DL*) la valeur
actuelle de la jambe de défaul associée o Ly (resp. L} ) et définie par la relation . Notons PL"
(resp. PL") la valeur actuelle de la jambe de prime unitaire associée a Ly (resp. L}) et définie
par la relation . St pour toul t, E [(Lt - a)+] <E [(Lz‘ - a)+], alors :

1. DL < DL*,

2. PL" > PL"".

Preuve : Il suffit de remarquer que la valeur actuelle de la jambe de défaut pour une tranche
senior [a, 100%)] prend la forme suivante d’apres la relation [1.3]:

T
DL = BrE [(Ly —a)"] + /0 rBE [(Ly — a)"] dt, (2.22)

qui est une fonction croissante des prix de call sur la perte agrégée. De méme, d’aprés la relation
la valeur actuelle de la jambe de prime unitaire pour une tranche senior prend la forme
suivante :

PL" = i <BT1A1' (b—a)— /TTi Bi(1—r(t—T1)E[(Lt —a)T] dt) : (2.23)
=1 i—1

qui est une fonction décroissante des prix de call sur la perte agrégée. [

Ce résultat de comparaison se montre de la méme maniére pour les tranches equity.

Proposition 2.10 Soient L; et L} deuz processus de perte agrégée définis par (resp.) et
[2.19 On considére une tranche de CDO [0,b] o 0 < b < 1. Soit DL (resp. DL*) la valeur
actuelle de la jambe de défaut associée & Ly (resp. L)) et définie par la relation , Notons PL“
(resp. PLY*) la valeur actuelle de la jambe de prime unitaire associée a Ly (resp. Ly) et définie
par la relation , Si pour tout t, E [(L; — a)Jr] <E|[(Lf - a)+] et E[Li]| = E[Lf], alors :
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1. DL > DL*,
2. PL* < PL".

Preuve : En constatant que les pertes affectant la tranche equity s’écrivent Lgo’b} = Li—(Li—b)".
Comme E [L;] = E[L}] pour tout ¢, le résultat découle du fait que la valeur actuelle de la jambe
de défaut est une fonction décroissante des prix de call sur la perte agrégée et la valeur actuelle
de la jambe de prime unitaire est une fonction croissante des prix de call. [J

Ainsi, le spread ou la prime d’une tranche de CDO étant défini comme le rapport entre la

valeur actuelle de la default leg et la valeur actuelle de la premium leg unitaire, S, = %, il

en résulte d’aprés les relations et et les propositions et qu’une augmentation
de la dépendance au sens de l'ordre supermodulaire entraine une augmentation de la prime

des tranches senior et une diminution de la prime des tranches equity. Cela est également vrai
lorsque I’on considére les valeurs de marché des tranches pour des positions en achat de protection
(MTM; = DL; — S.PLy). De plus, la cotation en upfront UP de la tranche equity sur un indice
standardisé définie par la relation est bien décroissante avec le niveau de dépendance.

2.2.2 Cas comonotone

Lorsque les temps de défaut sont comonotones, la dépendance est parfaite ou “maximale” et
on peut construire des bornes pour les primes de tranches de CDO. En effet, Tchen| (1980) puis
Bauerle et Miiller (1998)) montrent que le vecteur des temps de défaut (7q,...,7,) est toujours
plus petit que le vecteur comonotone (Fy(U),..., F,(U)) au sens de 'ordre supermodulaire, ot
Fy, ... F, désignent les lois marginales des temps de défaut et ot U est une variable aléatoire
de loi uniforme sur [0, 1]. En d’autres termes :

(T1y. oy Tn) <sm (F1(U),..., E,(U)). (2.24)

D’apres les résultats de la section précédente, le cas de la comonotonie fournit une borne su-
périeure pour les primes de tranche senior et une borne inférieure pour les primes de tranche
equity. 11 correspond également & une borne supérieure pour les mesures de risque convexes et
invariantes en loi sur la perte agrégée. Il est important de remarquer que ces bornes sont indé-
pendantes de toute modélisation. Nous avons vu au chapitre [1| que pour beaucoup de modéles
a facteur (mais pas pour tous), la borne supérieure de la comonotonie peut étre atteinte pour
certains choix des paramétres de dépendance. En particulier, ces choix conduisent au méme prix
de tranche dans tous ces modéles en supposant que I'’hypothése sur les taux de recouvrement
soit commune A toutes les approches considérées. Cela permet d’éclairer certains débats ayant
eu lieu pendant la crise de Février-Mars 2008 sur les indice iTraxx et CDX pendant laquelle au-
cun paramétre de corrélation implicite (base correlation) ne pouvait étre déduit des spreads trés
élevés sur les tranches sentor. Rappelons que la base correlation est le paramétre de corrélation
implicite correspondant au modéle de copule gaussienne & un facteur ou les taux de recouvrement
sont supposés étre constants et égales pour toutes les références. En d’autres termes, les primes
de tranche senior ont dépassé la borne supérieure de la comonotonie pendant cette période. Ce
probléme est indépendant du choix du modéle pour les temps de défaut et ne peut étre résolu
qu’en modifiant ’hypothése sur les taux de recouvrement.

2.2.3 Cas indépendant

Bien stir, I'indépendance n’est pas le niveau de dépendance théorique le plus bas pour un
vecteur aléatoire. Cependant, cette situation correspond a une borne inférieure dans le cadre des
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modéles & facteur échangeable. En effet, il est bien connu que ces modéles ne peuvent refléter
que de la dépendance positive. Supposons que les temps de défaut soient échangeables et notons
Pt la probabilité mélange a la date ¢, les covariances entre les indicatrices de défaut D;; et Dj;
pour ¢ # j sont toujours positives :

Cov (Diy, Dji) = EI[E[Diy | p]E[Djy | pe] — E[DytJE[Dj]] (2.25)
= Var (j1) >0, (2.26)
puisque E[D;; | ps] = py pour tout ¢ = 1,...,n. Nous montrerons formellement dans la section

que l'indépendance correspond bien & une borne inférieure pour les primes de tranches senior
et une borne supérieure pour les primes de tranches equity lorsque 'on considére les modéles &
facteur présentés au chapitre

2.2.4 Portefeuille infiniment granulaire

1l est possible de comparer les primes de tranche de CDO calculées sous 'hypothése d'un
portefeuille infiniment granulaire avec les primes calculés sous aucune hypothése particuliére.
Rappelons pour cela le résultat suivant issu de Dhaene et al.| (2002) :

Proposition 2.11 Soient X = (X1,...,X,,) un vecteur aléatoire et V une variable aléatoire,
alors :

E[X | V]+... +E[Xp | V] <eo X1+ ...+ Xp. (2.27)

Appliquons ce dernier résultat dans le contexte du risque de crédit. Pour simplifier, on suppose
que les pertes en cas de défaut M;,..., M, sont déterministes. Si I'on prend X; = M;D;4,
i=1,...,n, on aalors E[X; | V] = Mjp{, i = 1,...,n ou p: = P(r; < t | V) désigne la
probabilité conditionnelle de défaut du nom i a la date . Rappelons que pi correspond a la perte
d’un portefeuille infiniment granulaire lorsque les indicatrices de défaut sont échangeables@, ie:

n
%ZDM 22 by, n— oo (2.28)
i=1
Ly =YY" M;D;y = > | X; est donc la perte agrégée et L® = >0 Mypi = >0 E[X; | V]est
la perte agrégée calculée sous I’hypothése d’un portefeuille infiniment granulaire. Cette derniére
quantité correspond également a la perte calculée par la méthode préconisée par la réglementation
Bale II. On peut donc écrire pour tout t,

L?O <cx Lt- (2.29)
On en déduit d’apres les propositions 2.2] et [2.3] que :
E[(L—a)t] <E[(Li—a)t], (2.30)

pour tout réel a. Notons de plus que les espérances de perte dans les deux cas sont identiques,
i.e E[L°] = E[L]. On peut donc conclure, grace a la proposition 2.9 que les primes de tranches
sentor sont plus faibles sous ’hypothése d’un portefeuille infiniment granulaire. L'inverse est vrai
pour les tranches equity (Proposition . Notons de plus que la borne calculée sous 'hypothése
d’un portefeuille infiniment granulaire dépend bien siir du choix du modéle.

62. Voir la section m pour plus de détails.
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2.3 Cas d’un portefeuille échangeable

Nous examinons maintenant la situation ou les temps de défaut forment un vecteur échan-
geable. Dans ce cas, a toute date ¢, les indicatrices de défaut Dy y,..., Dy sont des variables
aléatoires de Bernoulli échangeables. Lorsque ces derniéres peuvent étre extraites d’une suite
infinie de Bernoulli échangeables, le théoréme de De Finetti garantit une représentation a facteur
et les indicatrices peuvent étre assimilées & un mélange de Binomiales : il existe un facteur p;
tel que, conditionnellement & p;, D1y, ..., Dy soient indépendants. Dans le cas plus général ou
les variables de Bernoulli forment un vecteur échangeable au sens strict@, Jaynes| (1986) montre
que la loi ou la mesure mélange peut étre signée et n’est pas nécessairement unique. Méme si
les applications développées a la section traiteront de vecteurs de Bernoulli tirés d’une suite
infinie échangeable, les résultats théoriques seront établis autant que possible dans le cas général.
De plus, pour simplifier la présentation et puisque I'analyse est menée dans un cadre statique,
nous éviterons dans la suite de faire apparaitre la dépendance temporelle des variables aléatoires
considérées.

D’un point de vue de la gestion du risque, 'hypothése de I’échangeabilité est souvent im-
plicitement employée puisqu’elle permet de concentrer ’analyse comparative sur la structure de
dépendance. Rappelons que les lois marginales d’un vecteur aléatoire échangeable sont les mémes.
De plus, la représentation de la structure de dépendance a ’aide d’un facteur n’est pas seulement
un outil pratique pour le calcul de la loi de la perte (voir , mais elle est également propice
a Panalyse de la dépendance et a ses effets sur le risque d’un portefeuille de crédit. En effet, dans
cette approche, la structure de dépendance est réduite & la connaissance d’un facteur p, ce qui
simplifie grandement son analyse.

En fait, des résultats de comparaisons sur un vecteur de Bernoulli échangeables (D1, ..., Dy)
peuvent étre déduits de comparaisons sur la probabilité mélange p. |Leféevre et Utev (1996)
montrent que 'ordre stop-loss sur p entraine l'ordre stop-loss sur la somme > D; mais cela
ne peut étre étendu au cas d’expositions différentes entre les entités de crédit. [Denuit et Miiller,
(2002) proposent un modeéle multi-factoriel et s’intéressent a l'impact de la loi jointe des facteurs
sur la structure de dépendance globale. Denuit et Frostig| (2007) étendent cette derniére approche
et obtiennent des résultats de comparaison similaires & ceux développés dans cette partie. En par-
ticulier, ils montrent que ’ordre supermodulaire sur les facteurs entraine ’ordre supermodulaire
sur les indicatrices. Cependant leur principal résultat requiert des hypothéses contraignantes sur
la structure des facteurs et reste difficilement applicable en pratique.

Nous verrons ici que 'ordre supermodulaire sur le vecteur des indicatrices de défaut peut
étre caractérisé & ’aide de l'ordre convexe sur les mesures mélanges. Cette section s’appuie sur
Particle de (Cousin et Laurent| (2008a).

2.3.1 Echangeabilité et théoréme de De Finetti

Considérons deux vecteurs échangeables composés de variables aléatoires de Bernoulli, D =
(D1,...,Dy) et D* = (D7,...,D}). Rappelons ci-dessous la définition de ’échangeabilité pour
un vecteur aléatoire.

Definition 2.6 (Vecteur aléatoire échangeable) Un vecteur aléatoire (X1,...,X,) est échan-

63. non nécessairement extrait d’une suite infinie de Bernoulli échangeables
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geable au sens strict ou “fini échangeable” si pour toute permutation o de {1,...,n}, on a :
d
(XU(I),...,XU(n)) = (Xq,...,Xn). (2.31)

Kendall| (1967) montre que tout systéme de n événements aléatoires échangeables est équivalent a
un systéme d’échantillonnage aléatoire sans remise ot le nombre N d’éléments dans I’échantillon

est aléatoire et suit une distribution arbitraire. En d’autres termes, si (D1,...,D,) est un vec-
teur “fini échangeable”, pour toute sous-partie {i1,...,ix} de {1,...,n}, on a la représentation
suivante :

N(N—-1)...(N—-k+1)
nn—1)...(n—k+1)

QD =1,....D;, =1|N) = (2.32)
De plus, Jaynes| (1986) montre que I'on peut étendre le théoréme de De Finetti (qui requiert une
suite infinie de variables échangeables) au cas de ’échangeabilité au sens strict. Les lois jointes
de D et D* peuvent encore s’exprimer & l’aide d’une représentation & facteur. Cependant, le
facteur n’est pas nécessairement une variable aléatoire mais admet une mesure signée.

Théoréme 2.2 Théoréme de De Finetti et échangeabilité

Si (D1,...,Dy) et (D7,...,D?) sont des vecteurs aléatoires de Bernoulli échangeables, alors
il existe une mesure mélange signée v sur ([0,1], B(]0,1])) (non nécessairement unique) telle
que :

QD1 =dy,..., D, =dy) = /pm(l —p)" v (dp), (2.33)

oud; =0,1,i=1,...,n, x=>",d;. De méme, il existe une mesure mélange signée v* sur
([0,1], B([0,1])) (non nécessairement unique) telle que :

QD; = di,..., D} = dy) = / p*(1 — )" (dp). (2.34)

Dans V'approche de Jaynes| (1986), la mesure signée est exprimée dans la base des polynomes
orthogonaux de Legendre (voir la section du chapitre [1| pour plus de détails sur cette mé-
thode). Lorsque pour tout n > 1, Dy, ..., Dy et Dj,..., D} forment des sous-ensemble de suites
infinies de variables aléatoires de Bernoulli échangeables (Dy,...,D,,...) et (Df,..., D, ...),
alors, d’aprés le théoréme de De Finetti, v et v* sont des mesures de probabilité. Dans ce cas, les
représentations et sont uniques et il existe des facteurs mélange p et p* de loi respective
v et v* tels que Dy,..., D, soient indépendantes sachant p et D7,..., D} soient indépendantes
sachant p*. Rappelons que les probabilités mélanges p et p* peuvent étre vues comme la perte
d’un portefeuille infiniment granulaire et sont caractérisées par :

1< , 1< ,

— i—s>p,— ~—S>p orsque 71 — 0O. .
D; 25 p D 25 5 1 2.35

n n

=1

=1

Dans la suite de cette section, nous analyserons l'impact de la mesure mélange v sur la
structure de dépendance de D. Plus précisément, on va montrer que comparer D et D* au sens
de I'ordre supermodulaire revient & comparer v et v* au sens de l'ordre convexe. Avant d’établir
ce résultat, nous proposons dans le paragraphe suivant d’éclaircir les contributions existantes sur
ce sujet.
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2.3.2 Reésultats existants

Dans le champ d’application de la théorie des ordres stochastiques, peu de travaux de re-
cherche se sont concentrés sur le cas de ’échangeabilité et l'analyse de 'effet de la loi mélange
sur le risque global. Nous proposons ici de présenter trois résultats relatifs & ce probléme et issus
des articles de |Lefevre et Utev| (1996), Denuit et Miiller| (2002) et [Denuit et Frostig (2007).

Résultat de Lefévre et Utev| (1996)

Lefévre et Utev| (1996)) ont montré que lorsque les probabilités mélanges p et p* sont ordonnées
suivant 'ordre convexe croissant (ou l'ordre stop-loss), alors les pertes L, = > ;" | D; et L =
>, Df peuvent également étre ordonnées suivant 'ordre convexe croissant. Plus formellement,
on a la relation suivante (également mentionnée dans Bauerle et Miller| (1998)) :

Proposition 2.12 En reprenant les notations définies précédemment, on a :

En fait, leur résultat (corollaire 3.7 de |Lefévre et Utev| (1996])) est plus général et concerne I'ordre
s-convexe qui est une extension de 'ordre convexe@.

Preuve : Ce résultat peut étre vérifié directement a partir de 'exemple 6.A.2 p.172 du livre
de Shaked et Shanthikumar| (1994)). Cependant, nous proposons ci-dessous une preuve “auto-
suffisante” de cette derniére proposition. Rappelons d’abord que d’aprés la proposition[2.3] Uordre
convexe croissant est équivalent a l'ordre stop-loss. 11 suffit donc de prouver la proposition [2.12]
pour l'ordre stop-loss, i.e :

P <ica D* = E[(Ly —a)"] <E[(L} —a)], pour tout réel a. (2.37)

Remarquons que E[L,] = nE[p] et E[L}] = nE[p*]. Comme p <;p p*, on a E[p] < E[p*] et
la relation est vérifiee pour tout a < 0. Pour a > n, est trivialement vérifice. Nous
montrons maintenant que I’on peut restreindre le niveau de rétention a aux entiers 0,1,... ,n. Si,
|a] représente la partie entiére de a, on peut écrire a = |a] + a avec « € [0, 1]. De plus, comme
L, et L¥ prennent des valeurs entiéres, on peut décomposer (L, —a)* ou (L} —a)™ de la fagon
suivante :

(Ln—a)t = (1 —a)(Ln— [a))t + (L, — (la) +1))T. (2.38)

De cette derniére relation, il est possible de déduire la relation d’équivalence suivante :
E[(L, —a)T] <E[(L! —a)"] Va e RT & E[(L, —k)T] <E[(L} —k)T] VkeN.  (2.39)

Alinsi, il suffit de démontrer que les fonctions,

n

ub(p) =E[Ln—B) p=pl= > (i-k)Cip'1—p)"", k=0,...,n (2.40)
=kt 1

sont croissantes et convexes en p pour tout k =0,...,n. En effet, si p <;.; p*, par définition de
Pordre <;.,, on a E[f(p)] < E[f(p*)] pour toute fonction convexe croissante f. On peut montrer

64. Spécifiquement, ils montrent que pour tout entier s positif, p <s_cz p* = Ln <s_cx Lj o0t <s_.y désigne
I'ordre s-convexe. Lorsque s = 1, I’ordre s-convexe correspond a la dominance stochastique & 'ordre 1 et lorsque
s = 2, il s’agit de 'ordre convexe croissant. Voir Lefévre et Utev| (1996) pour plus de détails.
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que les fonctions ufl, k =0,...,n sont croissantes et convexes en calculant leur dérivée premiére
et seconde et en montrant qu’elle sont positives. Remarquons que pour n = 1,2, 3, ces fonctions
peuvent s’exprimer ainsi :

0
ul(p) =D,
ud(p) = 2p, uj(p) = p?, | (2.41)
u(p) = 3p, ui(p) =3p*(1 —p)+2p®, u3(p) = p°.

Il s’agit bien de fonctions croissantes et convexes. Pour montrer cette propriété pour tout n,
on peut remarquer que les dérivées des fonctions uﬁ peuvent s’exprimer a 1’aide d’une relation

récursive que 'on peut montrer a l'aide du triangle de Pascal. Pour n > 2, la dérivée premiére
Y4t

s’écrit :

duk n, k= 07
o= n(uf=l —uk ), 1<k<n-—1, (2.42)
P 0, k=n.
Pour n > 3, la dérivée seconde s’écrit :
0, k=0,
ey nn—1)[1— (@l _y—ul )], k=1,
2= nn-1) (@ -ub) - @ -k )], 2<k<n-2, (2.43)
dp n—3
n(n — 1)u; 3, k=n-—1,
0, k=n.

Et comme pour toute variable aléatoire positive X et pour tout entier k, (X —(k—1))* > (X —k)*
et 1>X—-(k-2)"-(X—-(k—-1)">(X—(k—1))" — (X — k)T, il est en découle imme-

diatement que pour n > 2, uf=! > uF et uk=2 —uF=1 > uh=1 — 4k ce qui achéve la preuve. O

Malheureusement, ce dernier résultat ne permet pas d’intégrer directement des expositions dif-
férentes entre les entités de référence.

Résultat de Denuit et Miiller| (2002)

Une autre approche, celle de Denuit et Miller| (2002}, se place dans un cadre multi-factoriel
et considére le vecteur aléatoire :

X(©) = (X1(61), ., X0 (6,). (2.44)

Le vecteur X dépend du vecteur aléatoire mélangeant @ = (01, ...,0,) de la maniére suivante :
1. X; ne dépend pas de ©; pour j # i,

2. Xq,...,X, sont indépendants conditionnellement au vecteur ©.

Denuit et Miller| (2002) montrent que le niveau de dépendance du vecteur X au sens de ’ordre
supermodulaire (resp. de lordre directionally convex@ est fortement lié & la croissance sto-
chastique (resp. convexité stochastique) des composantes X7, ..., X,, par rapport a leur variable
mélange associée O1,...,0,. Ce résultat peut étre exprimé plus formellement & ’aide de la
proposition suivante :

65. L’ordre directionally convex est défini par la déﬁnition
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Proposition 2.13 Soient X(0©) et X*(©*) deux vecteurs aléatoires définis par la relation et
de méme loi marginale conditionnelle, i.e Fi(x | 0) = Q(X; <2 0; =0) =Q(X; <z |0 =0),
i=1,...,n. Sipour touti=1...n, X; (resp. X;) est stochastiquement croissante en ©; (resp.
©7) (i.e si 0 — E[f(X;)|O©; = 0] est croissante pour toute fonction f croissante), alors :

O <.n O = X <, X*. (2.45)

Si pour tout i = 1...n, X; (resp. X]) est stochastiquement conveze en ©; (resp. ©F) (i.e si
0 — E[f(X;)|©; = 0] est conveze pour toute fonction f conveze), alors :

® <dex 0"=X <dex X*. (2.46)

Ce résultat peut étre appliqué pour un vecteur de variable aléatoire de Bernoulli D mélangé par
un vecteur p = (p,...,p) de la fagon suivante :

D(p) = (D1(p), - - - Dn(p))- (2.47)

En effet, on peut vérifier facilement que les D;, ¢ = 1,...,n, sont stochastiquement croissantes et
stochastiquement convexes en p puisque 1'on peut écrire E[f(D;)|p = p] = p(f(1) — f(0)) + f(0)
pour toute fonction f et tout ¢ = 1,...,n. De plus, 'ordre convexe univarié est compatible avec
Vordre directionally conver dans le sens ol :

ﬁgcxﬁ*i(ﬁa'--)ﬁ) SdC’L‘ (ﬁ*)""ﬁ*)' (2'48)

Si l'on note D = (D1(p),...,Dn(p)) et D* = (D1(p*),...,Dn(p)*), D et D* ont trivialement
méme loi marginale conditionnelle et de la proposition [2.13] on déduit :

P <ez P = D <gex D (2.49)

L’ordre directionally convez est structurellement plus faible que ’ordre supermodulaire. On peut
montrer (voir paragraphe [2.3.3) que lordre supermodulaire découle de l'ordre convexe sur les
probabilités mélanges et qu’il s’agit en fait d’une équivalence.

Résultat de Denuit et Frostig| (2007)

Denuit et Frostig| (2007) généralisent cette derniére approche dans le cadre de la comparaison
de vecteurs de Bernoulli. Ils s’intéressent & un modéle multi-factoriel et se placent dans le contexte
de la comparaison de portefeuille de crédit. Ils considérent deux vecteurs d’indicatrice de défaut
(D1,...,Dy) et (Dy,..., D), chacun d’eux étant indépendant conditionnellement & un facteur
O et ®* de méme dimension p. Les probabilités conditionnelles de défaut dans les deux cas sont
telles que :

QD;=110=0)=Q(D; =1]0"=0)=pi(0), i=1,...,n, (2.50)
ou p; : RP — [0,1], 7 = 1,...,n. Leur principal résultat est le suivant :

Proposition 2.14 Soient deuz vecteurs d’indicatrice de défaut D = (Dy,...,D,) et D* =

(D3, ..., D;) conditionnellement indépendant sachant © et ®* et dont les probabilités condition-
nelles de défaut p;, i = 1,...,n sont décrites par la relation |2.50. Si les fonctions 0 — p;(0),
i =1,...,n sont linéaires et monotones (soit toutes croissantes soit toutes décroissantes), alors :

© <y, ®" =D <, D". (2.51)

78



2.8. Cas d’un portefeuille échangeable

Il s’agit d’une extension de |Denuit et Miiller| (2002)) puisque dans cette nouvelle approche la
dimension du facteur ® peut étre différente de la dimension du vecteur des risques D. Cepen-
dant, méme si ce dernier résultat est valable pour un modéle multi-factoriel, il reste néanmoins
difficilement applicable dans la mesure ou les contraintes sur les probabilités conditionnelles de
défaut sont trés fortes. On peut montrer que pour la plupart des modeéles a facteur présenté au
chapitre [1| ces contraintes ne sont pas respectées.

2.3.3 Ordre supermodulaire et vecteurs de Bernoulli échangeables

Dans cette section nous présentons les principaux résultats qui consistent en une caractéri-
sation de 'ordre supermodulaire pour les variables aléatoires de Bernoulli échangeables. Cette
caractérisation sera établie au moyen d’un critére de comparaison sur les mesures mélanges qui
comme on ’a vu précédemment peuvent étre signées et non nécessairement uniques. Nous avons
donc besoin de généraliser la définition de I'ordre convexe aux mesures signées.

Ordre convexe pour les mesures signées

Les définitions de 'ordre convexe et de ’ordre convexe croissant peuvent étre étendues natu-
rellement aux mesures signées.

Definition 2.7 Soient v et v* deur mesures signées. On dit que :

1. La mesure v est plus petite que la mesure v* au sens de 'ordre convexe (que l’on note
v <ep v*) st [u(p)v(dp) < [u(p)v*(dp) pour toute fonction convexe u pour laquelle ces
intégrales existent.

2. La mesure v est plus petite que la mesure v* au sens de l'ordre conveze croissant (que
Von note v <icp v*) si [u(p)v(dp) < [w(p)v*(dp) pour toute fonction conveze croissante
u pour laquelle ces intégrales existent.

Remarquons simplement que ces derniéres définitions sont compatibles avec la définition de
lordre <. et <;., pour des variables aléatoires puisque les mesures de probabilités sont des
mesures signées particuliéres. Nous pouvons maintenant exposer nos résultats principaux.

Résultats principaux

Théoréme 2.3 Ordre supermodulaire pour vecteurs de Bernoulli échangeables
Considérons deur vecteurs de variables aléatoires de Bernoulli échangeables D = (Dy,...,Dy,) et
D* = (D5,...,D}). D’apres le théoreme[2.3, ces vecteurs admettent chacun une mesure mélange.
On note v une mesure mélange associée o D et v* une mesure mélange associée ¢ D*. Alors,

V<V = (D1,...,Dp) <sm (D7,...,D}), (2.52)

et
V <ieq V= (D1,...,Dy) <ism (D7,..., D). (2.53)

Preuve : Soit f une fonction supermodulaire. En reprenant les notations introduites au théoréme

2.2}

E[f(Dy,...,D,)] = > f(dy,...,d,)Q(Dy =dy,...,D, =dy) (2.54)
(dl,...,dn)e{o,l}”
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peut se réécrire :

/ Z Fldis s dy)ph i (1= pyn bty (). (2.55)

d1, d E{O 1}77‘
Considérons la fonction v : [0, 1] — R définie par :
d - mn —Un
/U(pla"'vpn): Z f(dlv"'vdn)pll(lipl)l dl"'pg (1*pn>1 d . (256)
(d1,ye..,dn)€{0,1}™
Montrons que v est une fonction supermodulaire. On peut d’abord remarquer que v(p1, ..., py)

peut s’écrire ainsi :

po Y Hdadpf ) )
(da...,dn)€{0,1}n—1

+(1-p1) > F(0,da, .. dn)p3?(1 = po)' =% . pin (1 = po)' .
(dz2y...,dn)€{0,1}—1

On peut donc calculer la dérivée de v par rapport & p; de la fagon suivante :

v _ _

e > (f(1,da,...) = f(0,da,...)) pg* (1 — p2) =% ... pfin (1 = pp) '~
PL (. dm)ef0.1)n1

2 .
De méme, 22— g’écrit :
Op10p2

3 (F(1,1,...) = £(1,0,...) — £(0,1,...) + £(0,0,...)) pd3(1—p3) =% .. pi (1—p, )"~
(d3,...,dn)€{0,1}7—2

qui est positif puisque f est supermodulaire (Voir la Définition [2.3). On peut procéder de la méme
maniére pour tous les couples (i,7), 1 <i<j < m, ce qui permet de prouver que v est une fonc-

a 2 =0,7=1,...,n. En conséquence, les termes
de la matrice Hessienne de v sont positives. La fonction réelle p €R — ulp) =v(p,...,p) est
donc convexe puisque la dérivée seconde de u est simplement la somme des éléments de la matrice
Hessienne de v. A partir de Pexpression ([2.55), E [f(D1,...,Dy)] peut étre reformuler comme
[ u(p)v(dp). En outre, comme u est convexe et v <. v*, on a [u(p)v(dp) < [u(p)v*(dp), o

cette derniére intégrale est exactement égale aE[f(D7,...,D;)]. Si, de plus, f est crmssante,
alors les dérivées partielles de v, a ,i=1,...,n sont positives. La fonction u est donc croissante

et convexe et (2.53) peut étre obtenu par Ie meéme raisonnement. [J
Le théoréme s’applique (bien entendu) a des mesures mélanges qui sont des mesures de
probabilité. Il en découle le corollaire suivant.

Corollaire 2.1 Ordre supermodulaire pour modéles a facteur Considérons deux wvec-
teurs (D1,...,Dy) et (Dy,...,D}) de variables aléatoires de Bernoulli échangeables issues de
sustes infinies (D1,...,Dp,...) et (D7,...,D;,...) de Bernoulli échangeables. Soient p et p* les
probabilités mélanges associées. Alors,

P<ex P = (D1,...,Dpn) <gm (DI,...,Dy), (2.57)
et
ﬁgzcxﬁ*:<Dlaan) stm( T??D;) (258)
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La réciproque du théoréme peut étre établie mais les vecteurs de Bernoulli doivent étre
ordonnés suivant ’ordre supermodulaire pour toutes dimensions.

Théoréme 2.4 Soient Dy,...,Dy,... et D},..., D}, ... deuz suites de variables aléatoires de
Bernoulli échangeables. D’aprés le théoréme de De Finetti, les mesures mélanges associées sont
uniques et sont des mesures de probabilité. Rappelons que les probabilités mélanges sont caracté-
risées par :

1 & s 1N o ps
- ZDi 225 - ZDZ» P25 lorsque n — oo. (2.59)
i=1 =1
Dans ce cas, on a :
(D1,...,Dp) <gm (D7,...,D}), Vn e N=p <., p". (2.60)

Preuve : On note L, = 13" D, et L} = 13" D7 . Sit € RY, alors (L, —t)T < 1et
(L —t)* < 1. D’apres le théoréme de convergence dominé, lim, .o E[(L, —t)T] =E[(p — t)*].
De méme, lim,, oo E[(L} — )] = E[(p* — t)T]. Comme (D1, ..., Dy) <gm (D},...,D}), L, <g
Ly, d’aprés la proposition [2.5] Donc, E [(L, — t)*] < E[(L: — )], ¥n € N. On en déduit par
passage a la limite que E[(p — )] < E[(p* — t)T], ce qui montre que p <;p p*. Enfin, comme
(D1,...,Dp) <sm (D7,...,Dy), Dy et D} ont la méme loi marginale. Or Q(Dy = 1) = E[D;] =
E[p] et Q(D; = 1) = E[p*], donc E[p] = E[p*] et d’aprés la proposition D <ep". O

Supposons maintenant que (D1, ..., Dy) et (D7, ..., D;) sont des vecteurs de Bernoulli échan-
geables au sens strict ou finis échangeables (i.e, non nécessairement issus de suites infinies de
Bernoulli échangeables). Dans ce cas, d’aprés le théoréme il peut exister plusieurs mesures
mélanges associées a la représentation de De Finetti et on peut se demander si certaines d’entre
elles, disons v, et v} sont telles que :

(Di,...,Dy) <sm (Dly...,DX) = vp <o V7, (2.61)

compatible avec le théoreme Comme on va le voir, la réponse & cette question n’est pas si
évidente.

Considérons par exemple un vecteur gaussien échangeable (Vi,...,V,) de moyenne nulle et
de variance unitaire. L’échangeabilité impose que les covariances soient les mémes et on note
p = Cov (V1,V}), pour i # j. Soit v un réel et D; = Ly <), @ = 1,...,n, les variables de
Bernoulli correspondantes. (D1, ..., D,) est donc un vecteur échangeable de variables aléatoires
de Bernoulli. On peut remarquer que lorsque p < 0, il n’existe pas de représentation & facteur
pour ce vecteur@ Cependant, on peut quand méme construire une mesure mélange signée v
a partir de la loi jointe de (Vi,...,V,). Nous adoptons pour cela l'approche de |Jaynes (1986])
ou la mesure signée est exprimée dans la base des polynomes orthogonaux de Legendre (voir
la section du chapitre |1If pour plus de détails sur cette méthode). Nous supposons pour
cela que v admet une fonction de densité g, i.e. v(dp) = g(p)dp. A partir de la loi jointe de
(D1,...,Dy), on peut calculer numériquement g et la courbe des primes stop-loss associée, i.e
la fonction k € [0,1] — fol (p— k)" g(p)dp. La Figure [2.1| représente la densité g et la courbe des
primes stop-loss associée pour n = 3 et pour plusieurs valeurs du parameétre de corrélation p.

66. Voir par exemple le paragraphe pour une explication.
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FIGURE 2.1 — Ce graphique représente la densité mélange (& gauche) et la courbe des primes stop-
loss correspondante (& droite) pour n = 3 et pour plusieurs valeurs du paramétre de corrélation
p. La probabilité marginale de défaut Q(D; = 1) est égale a 0.08.

La Figure 2.2 représente la densité et la courbe des primes stop-loss pour n = 4 et pour plusieurs
valeurs du paramétre de corrélation p.

25 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ : : ‘ ‘ 0.1 : :
—— p=-03 =03
o —— p=01

p=-0.1 0.08 = 1
20¢ 0=05 1 p=05
p=0.9 p=0.9

0.06}
n=4
P(default)=0.08

151 q

n=4 0.04r
P(default)=0.08
10f B
0.021
5F > b
X o
or ] -0.02
_g . . . . . . . . . ~0.0 . . . . . . . . .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FIGURE 2.2 — Ce graphique représente la densité mélange (& gauche) et la courbe des primes stop-
loss correspondante (& droite) pour n = 4 et pour plusieurs valeurs du paramétre de corrélation
p. La probabilité marginale de défaut Q(D; = 1) est égale & 0.08.

Or, d’apreés un résultat classique de Bauerle et Miller| (1998), lorsque ’on augmente le parameétre
de corrélation p, le niveau de dépendance du vecteur gaussien (Vi,...,V,) augmente au sens
de Pordre supermodulaire. En d’autres termes, si I'on note (Vi*,..., V) un vecteur gaussien
échangeable de moyenne nulle, de variance unitaire et de paramétre de corrélation p*, alors :

p<pt= (Vi Vi) Som (Vi V). (2.62)
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Rappelons que 'ordre supermodulaire est invariant par toutes transformations monotones des
composantes d’un vecteur’} On a donc

p<p"=(D1,...,Dpn) <gm (D7,...,Dy), (2.63)

avec D} = 1{‘/1_*90}, i = 1,...,n. Ainsi, dans le cas ou p < p* < 0, nous sommes exactement
dans la configuration du probléme posé & I'aide de la relation Or, comme on peut ’observer
ala figure 2.1 et & la figure les courbes des primes stop-loss ne sont pas ordonnées comme on
pourrait s’y attendre lorsque le parameétre de corrélation augmente. En conséquence, au moins
pour les cas n = 3 et n = 4, la relation n’est pas vérifiée lorsque 'on considére des me-
sures mélanges construites a partir de approche de Jaynes (1986) basée sur des polynomes de
Legendre.

Pour conclure cette section, on a vu que le niveau de dépendance d'un vecteur (D1, ..., D)
de Bernoulli échangeables (au sens de I'ordre supermodulaire) est lié a la dispersion du facteur
mélangeant p (au sens de l'ordre convexe). On peut donc en déduire le résultat suivant sur la
monotonie des primes de CDO.

Corollaire 2.2 Considérons deuz vecteurs (D1, ..., Dny) et (Diy,..., D) de variables aléa-
toire de Bernoulli échangeables qui pour tout t peuvent étre tirées de suites infinies

(D1ty--y Dngy...) et (DY, Dy ..) de Bernoulli échangeables. Notons py et p; les proba-
bilités mélanges associées. Si pout tout t, la dispersion du focteur mélange pr augmente au sens
de lordre conveze, i.e Py <cy Df, alors les primes de tranches senior augmentent et les primes de
tranches equity diminuent.

Preuve : Il suffit simplement d’appliquer le corollaire et de reprendre les résultats établis au

paragraphe (la relation et les propositions [2.9) et [2.10]). O

67. Si hi,...,h, sont des fonctions monotones (soit toutes décroissantes ou soit toutes croissantes), alors
(X1yeeey Xn) Som (Yiee s Ya) = (ha(X0), o b (X)) o (2 (Y2), - i (Ya)).
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Chapitre 2. Analyse comparative de la dépendance

2.4 Monotonie des primes de CDO dans les modéles & facteur

Dans les sections précédentes, nous avons établi des résultats de comparaison non triviaux
concernant les primes de tranche de CDO et certaines mesures de risque sur la perte agrégée
pour différentes configurations théoriques de la structure de dépendance des temps de défaut.
Nous avons étudié en particulier le cas de la comonotonie, de 'indépendance, le cas d’un por-
tefeuille infiniment granulaire et le cas de I’échangeabilité. Nous verrons dans cette section que
ces derniers résultats s’appliquent naturellement & I’analyse de la dépendance dans la classe des
modeles & facteur. En effet, pour la plupart des approches paramétriques décrites au chapitre
il est possible d’étudier 'effet des parameétres régissant la dépendance sur les primes de CDO.
Seuls les modeéles & facteur pour lesquels le ou les paramétres de dépendance agissent a la fois
sur la structure de dépendance et sur les lois marginales seront écartés de 'analyse. Pour plus
de lisibilité, nous reprendrons brievement la description des modéles étudiés a la section
Nous examinerons en particulier les copules a facteur additif, les copules & facteur basées sur des
processus de Lévy, les copules a facteur avec corrélation stochastique, les copules archimédiennes,
les modeles structurels multivariés et les modéles Poisson multivariés.

Notons de plus que cette partie est essentiellement basée sur l'article de |[Cousin et Laurent
(2008a) mais également sur les articles de Burtschell et al.| (2007) et Burtschell et al. (2008).
D’autres applications des résultats présentés précédemment sont décrites par |Denuit et Frostig
(2007).

2.4.1 Copules a facteur

Cette section a pour but d’étudier 'impact des paramétres de dépendance sur les primes
de CDO pour les modéles & facteur basés sur des fonctions copules. Le lecteur est renvoyé au
paragraphe du chapitre [T| pour une analyse comparative des performances de ces modeles
dans le contexte de I’évaluation des tranches de CDO.

Copules a facteur additif

Dans les modéles a facteur additif, 1a structure de dépendance des variables latentes V1, ..., V,
est décrite par la relation suivante :

Vi=pV+V1-p2V, i=1,...,n, (2.64)

ot V, V;, i = 1,...,n sont des variables aléatoires indépendantes et 0 < p < 1. De plus, on
désigne par H la fonction de répartition de V et par H la fonction de répartition commune &
Vi, i = 1...n. Les variables latentes Vi,...,V, ont donc méme loi marginale égale 2 H,. Bien
que H et H ne dépendent pas du paramétre de dépendance dans notre approche, ce n’est pas
toujours le cas de la loi des variables latentes obtenue par convolution.

Si Fi,...,F, désignent les lois marginales des temps de défaut, ces derniers sont définis par :

mi=F Y H,(V}) i=1,...,n. (2.65)

()

Nous supposons dans un premier temps que les lois marginales, Fi, ..., F},, sont les mémes et
égales & F, ie F1 = ... = F, = F. Dans ce cas, on peut remarquer que les temps de défaut
forment un vecteur aléatoire échangeable. En conséquence, pour toute date t, les indicatrices de
défaut D;y = 1(7,<4y, ¢ = 1,...,m,... sont des variables aléatoires de Bernoulli échangeables.
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2.4. Monotonie des primes de CDO dans les modéles & facteur

D’apres le théoréme de De Finetti, la probabilité mélange associée correspond a la probabilité
conditionnelle de défaut. En effet, on a :

1 < s
— E D; 25 5 =E[D; | V]=Q(r; <t| V) lorsque n — oo. (2.66)
n

i=1

La probabilité mélange p; s’écrit alors :

be=H <H;1\(/Iz(t_lp; pV). (2.67)

La proposition suivante montre que lorsque le paramétre de dépendance augmente de p & p*
(p < p*), les probabilités mélanges associées p; et p; peuvent étre ordonnées suivant ’ordre less
dangerous (<p).

Proposition 2.15 Soient V;, i = 1...n des variables aléatoires continues et de support égal d
R. Sip < p*, alors, pour tout t :

— —1 *

(HE) -V . (HAFW) - gV

b= H <ppi =T . (2.68)
/1 _ p2 /1 _ p*2

Preuve : Notons G; (resp. Gf) la fonction de répartition de p; (resp. p;*). Selon la définition

il suffit de montrer que la différence G; — G} change de signe une seule fois et passe du signe
négatif au signe positif. On remarque d’abord que G; peut s’exprimer ainsi :

WNHW—VLWmA@v'

(2.69)

Gt(p):l—H< P

Mais comme H est croissante et ne dépend pas de p, on peut montrer que la différence G¢(p) —
G7(p) posseéde le méme signe que la fonction h définie ci-dessous :

h(p) = (p*\/l —p2—p\/1- p*2> H™ ' (p)+pH . (F(t)—p*H, ' (F(t)) = AH ' (p)—B. (2.70)

Comme A > 0, h est croissante en p. De plus, lin% h(p) = —o0 et lirri h(p) = +oo. 11 existe donc
p— p—

0 < po <1 tel que h(p) < 0 pour tout p < pg et h(p) > 0 pour tout p > pg, ce qui conclut la
preuve. [,

Comme E[p;] = E[pj] = F(t), d’aprés les propositions et on en déduit l'ordre convexe
sur les probabilités mélanges, i.e, pour tout t, p; <. p;. Le corollaire permet de conclure
quant & la monotonie des primes de tranches de CDO. Augmenter le paramétre de corrélation p
conduit & une augmentation des primes pour les tranches senior et une diminution des primes
pour les tranches equity. Cette approche inclut en particulier la copule gaussienne & un facteur,
la copule double-t (Hull et White| (2004))), la copule NIG (Guegan et Houdain| (2005))), la co-
pule double-NIG (Kalemanova et al.|(2007)) et la copule double Variance Gamma (Moosbrucker
(2006))). De plus, cela prouve pour tous ces modeles que lorsqu'il existe un paramétre de dépen-
dance implicite correspondant aux primes de marché de tranches equity [0,b] (ou base tranches),
ce parameétre est unique (puisque ces derniéres sont monotones en le paramétre de dépendance).
En particulier, la structure de base correlation est unique lorsqu’elle existe.
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Pour la copule gaussienne et pour la copule de Student, il est possible d’établir les mémes résultats
de monotonie sur les primes de CDO dans le cas plus réaliste ou les marginales des temps de
défaut sont hétérogenes (Fy # ... # Fy,). En effet, on peut montrer directement pour ces deux
modéles que :

pgp* = (Tl"'-aTn> Ssm (T{,...,T;), (271)

Dans le cas de la copule gaussienne, les variables latentes forment un vecteur gaussien de moyenne
nulle et de matrice variance-covariance ¥ = (3; j)1<ij<n 00l X;; = 1 si i = j et X;; = p? sinon.
D’apres un résultat classique de Bauerle et Muller| (1998)), généralisé par Miiller et Scarsini (2000)),
Miiller| (2001)), une augmentation des termes non diagonaux de la matrice de corrélation ¥ d’un
vecteur gaussien entraine une augmentation du vecteur au sens de ’ordre supermodulaire. Ainsi,
on a dans le cas de la copule gaussienne :

p<pt = (Vi s Vi) Som (Vi's' o V), (2.72)

ce qui entraine une comparaison des vecteurs des temps de défaut au sens de 'ordre supermo-
dulaire (relation par invariance de cette ordre par transformations monotones. La cas de
la copule de Student peut se traiter par un raisonnement analogue (Voir |Burtschell et al.| (2008)
pour une description détaillée du modéle).

Copules a facteur basées sur des processus de Lévy

Pour les copules a facteur basées sur des processus de Lévy, la structure de dépendance des
variables latentes Vi,...,V,, est décrite par la relation suivante :

Vi=V,+ Vit p i=1,...,n, (2.73)

ot 0 < p < 1.V, est simplement la valeur d’un processus de Lévy (V;)g<;<q au temps ¢t = p et
Vi,l,p est la valeur d’un processus de Lévy (VM)
et (V;at)ogtgv
de Lévy (X¢)o<t<i. Comme les accroissements d’un processus de Lévy sont indépendants et
stationnaires, les variables latentes ont méme loi marginale que ’on note H. Les temps de défaut
Ti,...,Tn sont définis par :

0<t<1 @ temps ¢ = 1—p. Les processus (Vi)o<i<i

1 = 1,...,n sont supposés étre des copies indépendantes d’'un méme processus

n=FE"YHW)), i=1,...,n, (2.74)

7

si F1,...,F, désignent leur loi marginale.

La proposition suivante montre que lorsque le paramétre p augmente, le niveau de dépendance
du vecteur des temps de défaut augmente au sens de 'ordre supermodulaire.

Proposition 2.16 Soient (11,...,7,) le vecteur des temps de défaut associé au paramétre de
dépendance p et (11,...,7,) le vecteur des temps de défaut associé a p*. Alors,
p<p = (11, s Tn) <sm (70, Tp)- (2.75)

Preuve : Soient 1 > p* > p. Pour un paramétre de dépendance égal & p*, le modéle est associé
a la représentation suivante des variables latentes :

Vi=Voet Vi i=1...,n, (2.76)
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2.4. Monotonie des primes de CDO dans les modéles & facteur

ot (Vi)o<r<ts (V;:t)ogtgv (Vio<i<1 €t (V;’kt)0<t<1 sont des copies indépendantes d'un méme

processus de Lévy (X;)o<i<1. Ce dernier modéle est équivalent & :

Soit W ="V, Zi =Virpi=1,....n, V=Vi_ U=V . i=1...,n On définit les
fonctions g; et g; telles que ¢; (Z;, W) = Z; + W, i=1,...,net g (U, VW) =U; +V + W,
i=1,...,n. (V,W) est un vecteur aléatoire indépendant de U;, Z;, i = 1,...,n. Pour tout w,
9 Uy, V,w) = Ui+ V +w 4 9i (Z;,w) = Z; + w. Notons, de plus que g; est croissante en V.
Cela correspond exactement au modéle 3.2 et au théoréme 3.4 de Bauerle et Miiller| (1998)). En
appliquant ce dernier résultat, on conclut immédiatement que (Vi,...,V,) <gn (Vi*,..., V). Le
niveau de dépendance entre les variables latentes augmente au sens de 1’ordre supermodulaire
lorsque le parameétre de dépendance p augmente. La proposition est donc vérifiée puisque
I'ordre supermodulaire est invariant par transformations monotones. [

Copules a facteur avec corrélation stochastique

Pour les copules & facteur avec corrélation stochastique, les variables latentes sont décrites

par la relation :
Vi=piV+\/1=p2Vi, i=1,...,n, (2.78)

ot Vet Vi, i=1,...,n, sont des variables aléatoires indépendantes de loi Normale centrée ré-
duite. Les paramétres de dépendance p;, ¢ = 1,...,n sont supposés étre des variables aléatoires
4 valeur dans [0, 1] indépendantes de V et V;, i = 1,...,n. Il en résulte que les variables la-
tentes sont simplement de loi marginale Normale centrée réduite. Si 'on note Fi, ..., F}, les lois
marginales des temps de défaut, ces derniers sont définis par la relation suivante :

m=F Y ®(WV), i=1,...,n, (2.79)

7

ou @ est la fonction de répartition de la loi Normale centrée réduite.

Dans le cas ot F1 = ... = F,, = F et lorsque les paramétres de corrélation p;, ¢ = 1,....n
sont indépendants et identiquement distribués, on peut remarquer que les temps de défaut sont
échangeables. Il en est de méme des indicatrices de défaut Dy, ..., D, pour toute date ¢t. Grace
A la remarque la probabilité mélange p; associée & cette suite de Bernoulli échangeables
correspond a la probabilité conditionnelle de défaut Q(r; < ¢ | V) et s’écrit :

[t [ —pV +@H(F(1)
pt—/o q>< N )G(dp), (2.80)

ou G représente la loi commune de p;, i =1,...,n.

La proposition suivante montre que lorsque les paramétres de dépendance p; augmente au sens de
la dominance stochastique & l'ordre 1, la dispersion de la probabilité mélange augmente également
au sens de l'ordre convexe.

Proposition 2.17 Soit p; la probabilité mélange associée aux parameétres de dépendance p;, i =
1,...,n et p; la probabilité mélange associée a p;, 1 =1,...,n. Alors :

,51 Sst ﬁ{ = ﬁt Scac ﬁ: (281)
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Preuve : D’aprés la proposition si p1 <g pj, il existe une variable aléatoire 7y positive et
indépendante de V., V;, i = 1,...,n telle que p* 4 p1+71. Remarquons de plus que pg 4 Elp: | V]
et 5f LE[pr | V] on :

S <F<t>>> o g [V (FW) | -
g ( \/1—16% P 1_(p~1_'_l~)1)2 ( )

Mais comme E[p; | p1, 1] = E[p} | p1,71] = F(t), par la Proposition on obtient :

Pe | (p1,01) <ex By | (1, 71). (2.83)
On peut achever la preuve en intégrant les deux cotés de cette derniére inégalité par rapport a
la loi de (51,171). L.

Le corollaire permet de conclure quant & la monotonie des primes de tranches de CDO.

Lorsqu’aucune hypothése n’est émise concernant les lois marginales des temps de défaut et les
parameétres de corrélation, on peut de maniére similaire ordonner le vecteur des temps de défaut
suivant ’ordre supermodulaire :

Proposition 2.18 Soient (11,...,7,) le vecteur des temps de défaut associé au paramétre de
dépendance pi,...,pn et (15,...,7)) le vecteur des temps de défaut associé & pi,...,pk. Nous
supposons de plus que p;, pr, 1 =1,...,n, sont des variables aléatoires de [0, 1] indépendantes de

V,Vi,i=1,...,n. Alors,

Pi <stPiri=1,....n=(T1,..., ) <sm (71,..., 7). (2.84)
Preuve : Les variables latentes dans le modele associé aux paramétres de corrélation pj, ..., p]
sont représentées par :
/ ~25 .
Vitr=pV+\1=-p"Vy, i=1,...,n. (2.85)
Si p; S pz, 1 =1,...,n, il existe des variables aléatoires positives vy, ..., I,, indépendantes de
V, Vi, ...,n et telles que :
e d .- e d - .
Pl =p1+01, ooy Pr = pp+ Up. (2.86)

Alors, (Vi,...., Vo) |p1y- vy PrsP1so vy et (Vi,oo o, Vi) |p1, -+ Py 1, -+ -, U sont des vecteurs
gaussien de parameétre de corrélation respectivement égale a pj = p1 + V1,...,p5 = pn + Up €t
Pls- -, Ppn. On en déduit que :

(Vi Vi) [t s 71y O Zam (Voo s Vi) Pty s Py B (2.87)
Par invariance de 'ordre supermodulaire par mélanges, il en découle :
Voo s Vi) <em (V.. V). (2.88)

On peut conclure en invoquant la propriété d’invariance de 'ordre supermodulaire par transfor-
mations monotones. [
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Cette derniére proposition peut étre appliquée au modeéle de corrélation stochastique de [Burt-
schell et al.| (2007) o les parametres de dépendance sont des variables aléatoires a 3 états décrites
par la représentation & facteur suivante :

pi=1—-Bs)(1—-Bj)p+Bs, i=1,...,n, (2.89)
ou p est un réel de [0,1] et on B, By,..., B, sont des variables aléatoires indépendantes de
Bernoulli et indépendantes de V', V;, i = 1,...,n. On note gs = Q(Bs=1) et ¢ = Q(B; = 1),
i =1,...,n. La fonction de répartition G de p;, i = 1,...,n s’écrit simplement :

(1-g5)g, 0<u<p,
Gu)=Q(pi <u)=9q (1-gqs), p<u<l, (2.90)
1, u=1.

Ainsi si 'on augmente les paramétres p ou g5 ou que 'on diminue le paramétre g et que I'on note
G* la fonction de répartition associée & cette transformation, on a :

G*(u) < G(u), Yu€[0,1], (2.91)

ce qui correspond par définition & une augmentation de p;, ¢ = 1,...,n, au sens de la dominance
stochastique a l'ordre 1. En conséquence, par la proposition [2.18] on peut conclure qu’augmenter
p, augmenter g5 ou diminuer g entraine une augmentation de la prime des tranches senior et une
diminution de la prime des tranche equity.

Copules archimédiennes

Rappelons qu’une copule archimédienne peut étre associée & une fonction génératrice ¢ :
[0,1] — [0, +00] continue et strictement décroissante et telle que ¢~ 1(t) = Elexp(—tV)], t €
[0,4+00] ol V est une variable aléatoire positive. Autrement dit, ¢! est la transformée de
Laplace de V. Dans cet approche, les variables latentes sont alors décrites par la relation suivante
(algorithme de Marshall et Olkin) :

—InV;
Vi:@*( ’), i=1,...,n, (2.92)
%

ot Vi, i =1,...,n, sont des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1]. Si 1’on

note F1,..., F, les lois marginales des temps de défaut, ces derniers sont définis par :
ni=FYV), i=1,...,n. (2.93)
Dans le cas ou Fy = ... = F,, = F, on peut remarquer que les temps de défaut sont échangeables.
Il en est de méme des indicatrices de défaut (D14, ..., Dy ) pour toute date t. Grace a la remarque

2.35] la probabilité mélange p; associée & cette suite de Bernoulli échangeables correspond a la
probabilité conditionnelle de défaut Q(r; <t | V) et s’écrit :

P = exp (—¢ (F' (1)) V). (2.94)

Considérons une autre copule archimédienne de générateur v et notons p* sa probabilité mélange.
La proposition suivante montre que ’on peut comparer p et p* au sens de 'ordre convexe a ’aide
d’une condition sur les fonctions génératrices ¢ et .

89



Chapitre 2. Analyse comparative de la dépendance

Proposition 2.19 Soit V' (resp. V*) une variable aléatoire positive de transformée de Laplace
o=t (resp. Y1), Soit L% lensemble des fonctions croissantes f : RT — RT qui admettent des
dérivées successives de signes alternés :

L5 ={f:RT - R" [ (-1)" '™ >0, vn > 1}.

Considérons les probabilités mélanges py = exp(—p(F(t))V) et p; = exp(—y(F(t))V*) associées
respectivement aux copules archimédiennes de fonction génératrice o et . Alors,

pop t e L = py <o D;, pour toutt. (2.95)

Preuve : Supposons que @ o ¢p~1 € Z%. D’aprés le théoréme 3.1 de [Wei et Hul (2002), pour
toute dimension n, la copule archimédienne générée par ¢ est plus petite que la copule archimé-
dienne générée par ¢ au sens de 'ordre supermodulaire. En d’autres termes, (V1,...,V,) <gm
(Vi¥, ..., V¥) est vérifiée pour tout n lorsque (Vi,...,V,) (resp. (Vi*,...,V,¥)) correspond a la co-
pule archimédienne de fonction génératrice ¢ (resp. ). De plus, selon l'algorithme de Marshall-
Olkin décrit par la relation [2.92) Vi,...,V,,... et V*,..., V5, ... forment une suite infinie de
variables aléatoires échangeables. Soient D;(F (1)) = lyv,<r()y (resp. Di(F(t)) = livr<r)y)
t=1,...,n,... la suite des indicatrices de défaut associée. Comme ’ordre supermodulaire est
invariant par transformations monotones,

(D1(F (1)), - Dn(F(t))) <sm (DI(F(Y)), ..., Dy (F (1)), (2.96)

pour tout n et tout . En appliquant le théoréme les probabilités mélanges correspondantes
Dt et py sont donc ordonnées suivant ’ordre convexe, i.e py <., p; est vérifiée pour tout ¢t. [

On peut également ordonner les primes de tranches de CDO dans le cas ou les marginales des
temps de défaut sont différentes. En effet, d’apres Wei et Hu (2002), cette méme condition sur
les fonctions génératrices entraine ’ordre supermodulaire pour les vecteurs des temps de défaut :

popte LE = (11,...,70) <em (T7,...,77). (2.97)

Cette derniére approche inclut plusieurs familles paramétriques de copules archimédiennes comine
les copules de Clayton, les copules de Gumbel ou les copules de Frank. Nous rappelons dans le
tableau I’expression de la fonction génératrice associée a ces derniéres copules.

Copule | Générateur ¢ : [0,1] — [0,400] | Parameétre Loi de V
Clayton =7 —1 0>0 Gamma(1/0)
Gumbel (—1n(t))? 0>1 a-Stable, a =1/6
Franck —In[(1—e)/(1—e] R* Logarithmic series

TABLE 2.1 — Les copules de Clayton, Gumbel et Frank et leur fonction génératrice.

Pour chacune de ces familles de copules, considérons deux paramétres 6 et 6* associés respecti-
vement aux fonctions génératrices ¢ et 1. On peut facilement vérifier que :

0<0* = poyp ez (2.98)

68. Le livre de|Joe| (1997) fournit d’autres exemples de copules archimédiennes pour lesquelles cette relation est
vérifiée.
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En conséquence, d’aprés la Proposition lorsque le paramétre de dépendance augmente pour
la copule de Clayton, de Gumbel ou de Frank 6 < 6*, le niveau de variabilité de la probabilité
mélange augmente au sens de 'ordre convexe, p; <. p;, pour toute date t. Ce qui conduit
d’aprés le corollaire a une augmentation de la prime des tranche senior et une diminution de
la prime des tranches equity.

La figure représente la fonction de répartition de la probabilité mélange correspondant a la
copule de Clayton et pour différentes valeurs du parameétre de dépendance 6. On peut observer
que lorsque 6 augmente les lois mélanges sont ordonnées suivant l'ordre less dangerous (<p)
(condition de croisement des fonctions de répartition) qui est plus fort que l'ordre convexe.
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Ficurke 2.3 — Ce graphique représente les fonctions de répartition de la probabilité mélange
associée a la copule de Clayton pour plusieurs valeurs du paramétre de dépendance.

2.4.2 Modéles structurels multivariés

Nous avons vu au paragraphe du chapitre [T} une description des modeles structurels multi-
variés et leur application dans le contexte de I’évaluation des tranches de CDO. Nous proposons
ici de compléter cette partie par une étude comparative de la dépendance dans ces modéles. Nous
montrons en particulier que les indicatrices de défaut peuvent étre ordonnées suivant 1’ordre su-
permodulaire lorsque la dépendance entre la dynamique des actifs augmente. Nous considérons
n entreprises qui peuvent faire défaut sur une période [0, T']. L’évolution de la valeur de leur actif

est décrite par n mouvements Browniens corrélés X1, ... X" tels que :
X, =pWi+ 1 —p2W}, i=1...n, (2.99)
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ott W, Wt i=1,...n sont des processes de Wiener standards indépendants et ot1 0 < p < 1 est
un paramétre de dépendance.

On suppose que le défaut de 'entité i survient lorsque le processus X* devient plus petit qu'une
constante a; pour la premiére fois. L’instant de défaut du nom i est donc défini par

m=inf{t cR" | X} <a;}, i=1...n. (2.100)

Nous souhaitons montrer qu’une augmentation de la valeur du paramétre de dépendance p
conduit a une augmentation du niveau de dépendance entre les indicatrices de défaut, pour
tout date ¢, au sens de l'ordre supermodulaire.

Proposition 2.20 Soient 7; (resp. 7;°), i = 1,...n, les instants de défaut de n entités de réfé-
rence dont les actifs ont un niveau de corrélation égal & p (resp. p*) suivant le modéle structurel
décrit ci-dessus. On considere D; = 1¢7, <1} (resp. D} = 1{77:*§T})’ 1 =1,...n, les indicatrices
de défaut associées au parametre p (resp. p*) a la date T. Alors,

PSP* = (Dla---aDn) gsm( TavD:;) (2101)
Preuve : Soient (X},..., XP) (resp. (Y,l,...,Y")) le vecteur des actifs & la date ¢ associé au
paramétre de dépendance p (resp. p*). Comme l'événement {r; < T'} (resp. {7 < T'}) est égal
a {min{X} |t € [0,T]} < a;} (vesp. {min{Y}" |t € [0,T]} < a;}), les indicatrices de défaut D;
(resp. D}) i =1,...n, sont des fonctions décroissantes de la valeur minimum prise par les actifs
sur la période [0,7]. Comme l'ordre supermodulaire est stable par transformations monotones
des composantes d’un vecteur, il suffit de montrer que :

<p* = ( min X/,..., min X}'] < min V;',..., min V). 2.102
p=r (te[o,T] ER= t) = <te[0,T] R A ( )
Mais comme p < p*, pour tout date t fixée, (X},..., X/") et (V},...,Y®) sont des vecteurs
Gaussiens comparables au sens de 'ordre supermodulaire”} i.e (X}, ..., X)) <¢n (Vi1,..., V).

La preuve de la proposition peut étre directement achevée en utilisant les lemmes suivants. [J

Lemme 2.1 Considérons quatres vecteurs aléatoires indépendants de R™, X1, Xo, Y1, Y. Dé-
finissons de plus la fonction @ : R™ x R™ — R" telle que :

(X, Y) = (X' +min(Y',0),..., X" + min(Y",0)). (2.103)

Alors :
X1 <sm Y1, Xo <o Yo = (X1, X2) <om 0(Y1,Y2). (2.104)

Preuve : En utilisant la propriété d’invariance de 'ordre supermodulaire par transformations
monotones, les relations

(X1 +at,. . X+ an) <em (Y +ar,..., Y +an) (2.105)
et

(A1 + min(X3,0),..., 8, + min(Xy,0)) <gn (61 +min(¥y,0),..., 3, + min(¥3",0)) (2.106)

69. Voir paragraphe sur les copules a facteur additif pour plus de détails.
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sont vérifiées pour tout vecteur réel (aq,...,an) et (61,...,0,). Comme 'ordre supermodulaire
est stable par mélange et puisque les vecteurs X, Y, min(Xg,0) et min(Yso,0), sont indépen-
dants, on obtient :

P(X1,X2) <gm (Y7 +min(X3,0),...,Y" + min(X7,0)) (2.107)
et
(Y{ 4+ min(X3,0),...,Y" + min(X3,0)) < ¢(Y1,Y2). (2.108)

Par transitivité de l'ordre supermodulaire, les relations et [2.108] conduisent au résultat
souhaité. [

Lemme 2.2 Soit T une date fizée. Soient X et Y deux processus indépendants, continus, a
valeurs dans R™ et a accroissements indépendants et stationnaires tels que pour toute date t de
0,77 :

Xt <sm Yt (2.109)
Notons
MX = ( min_ X}, ..., min Xf) (2.110)
te[0,7] t€[0,7]
et
MY = ( min Y;!,..., min Yt”) , (2.111)
t€[0,T7] t€[0,T]
les vecteurs des minima associés a X et Y sur la période [0,T]. Alors,
MY <, MY. (2.112)

Preuve : Considérons la subdivision de [0,7] définie par S,, = (to = 0,¢1,...,tm = T). Les
vecteurs des minima M;X et MY associés & X et Y sur cette subdivision s’écrivent :

MX = (tfgisr; Xz}i,...,t?ég; X;j) , (2.113)
et :
Y . 1 . n
M, = <tfr€115171n Y. » min Ytl> . (2.114)
Montrons d’abord que pour m > 2, an( <sm M}n/ Notons AX;, = X, — Xy,_,, (resp. AYy, =
Y: —Yy ,),i=1,...,m les accroissements de X, (resp. Y) sur la subdivision S,,. On suppose
pour simplifier que Xy = 0 et Yo = 0. L’idée est que M,,{f (resp. M%) peut s’écrire comme une
fonction des accroissements AXy, (resp. AYy,),i=1,...,m:
MY = AXy + min (AXy, +min (AXy, + ... + min(AXy,,,0),...,0),0)
= ()0(Ati(p("'7(p(AXtm717AXtm>)) )
et :
MY = AYy +min(AYy, + min (AYy, + ... +min(AYy,,,0),...,0),0)

= o (AYy, 0 (.. o(AYy, ,AY,))) .
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ou la fonction ¢ est définie par la relation 2.103] du Lemme Mais comme les accroissements
de X et Y sont stationnaires, on peut écrire

d d
AXy, =Xty Ssm Y-t = AYy,, (2.115)

pour tout ¢ = 1,...,m. Par indépendances de X, Y et des accroissements de X et de Y, il en
résulte que pour tout @ # j, AXy,, AXy,, AYy, et AYy; sont des vecteurs aléatoires indépendants.
Donc, pour tout k¥ = 2,...,m — 1, AXy, |, ¢ (Ath,gp ( .. ,¢(AXtm71,AXtm))), AYy, | et
0 (AY 4,0 (..., p(AYy,,_,,AY,,))) sont indépendants. Par une utilisation successive du lemme
2.1] on obtient :

ME <o MY (2.116)
pour tout m > 2. Considérons maintenant la suite S, = (t§' = 0,..., .t =T), m > 2,

de subdivision de [0, 7] dont le pas tend vers zero. Comme X et Y sont des processus continus,
alors pour tout w € Q2 :
MX(w) — MX(w) et MY (w) — MY (w). (2.117)
m—0o0 m—0o0
Cela entraine également la convergence en loi et permet de conclure en utilisant la propriété de
stabilité de 'ordre supermodulaire par passage a la limite (au sens de la limite en loi). OJ

Enfin, la proposition découle immédiatement du lemme En outre, on peut remarquer
que ce résultat est préservé lorsque les barriéres sont représentées par des fonctions continues.
Dans cet exemple et dans le cas échangeable, l'ordre supermodulaire sur les indicatrices de dé-
faut ne peut étre déduit de 'ordre convexe sur les probabilités mélanges puisque ces derniéres
ne peuvent pas s’exprimer analytiquement. Cependant, au moyen de simulations, on a tracé en
figure du paragraphe [[.2.2] la fonction de répartition empirique de la probabilité mélange
dans un modéle structurel multivarié pour les niveaux de corrélation p? = 30% et p? = 60%.
Bien qu’il ne s’agisse pas d’'une preuve formelle, on peut observer qu'une augmentation du pa-
ramétre de dépendance conduit & augmenter la loi de la probabilité mélange au sens de l'ordre
less dangerous (<p) (croisement unique des fonctions de répartition), et donc au sens de l'ordre
convexe dans ce cas.

Il est également possible de comparer les vecteurs des temps de défaut suivant l'ordre su-
permodulaire dans cette approche. Si Xy = (X}, ..., X) représente le vecteur des actifs pour
le paramétre de dépendance p et Yy = (Y3}, ..., Y) le vecteur des actifs pour le paramétre de
dépendance p* (voir equation , Xt et Y sont deux vecteurs gaussiens et on a :

p < p" =Xt <gn Yi, pour tout t. (2.118)
Le théoréme 6.2 de |Bauerle et al.| (2008) permet de conclure que :
P <sm P = (11, o, 7n) <om (79,...,7), (2.119)

OUTl,..., Ty (resp. 77, ..., 7, ) désignent les temps de défaut associés au parametre de dépendance
p (resp. p*) et décrits par la relation [2.100} D’autres résultats de comparaisons sont présentés
par Bauerle| (2002) dans le cadre des modéles structurels multivariés.

Pour conclure, une augmentation du parameétre de corrélation dans un modéle standard

de Black-Cox multivarié entraine une augmentation de la prime des tranches senior et une
diminution de la primes des tranches equity.
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2.4.3 Modéles Poisson multivariés

Nous avons vu au paragraphe du chapitre [I| une description des modéles Poisson multi-
varié ou modeéles & chocs communs et leur application a I’évaluation des tranches de CDO. Nous
complétons ici ce dernier paragraphe par une analyse de la dépendance dans ces modéles. Par
simplicité, nous nous restreindrons au cas ol deux types de choc peuvent affecter I’économie. Le
défaut d’un nom peut étre déclenché soit par un choc idiosyncratique fatal (ou choc individuel),
soit par un choc systématique non nécessairement fatal. Dans ce cas, le processus de Poisson qui
gouverne le défaut du nom 7 s’écrit :

Nt
Ni :Ni,t‘i‘ZBiJ‘, i=1,...,n, (2.120)

j=1
ot Ny est un processus de Poisson de paramétre A, N; 4,4 = 1,...,n sont des processus de Poisson
de parameétre commun A et o B;j, i =1,...,n, j > 1 sont des variables aléatoires de Bernoulli

de moyenne p. On suppose de plus que N¢, Nig, i = 1,...,n, B;;, 1 = 1,...,n, j > 1 sont
mutuellement indépendants. Finalement, les temps de défaut sont définis par :

7 =inf{t >0|N;; >0}, i=1,...,n. (2.121)

Ainsi, Parrivée d'un choc commun (un nouveau saut de Ny) peut affecter chaque nom du porte-
feuille de maniére indépendante et avec la probabilité p.

On peut remarquer que dans cette approche, les temps de défaut forment un vecteur échangeable.
Il en est de méme des indicatrices de défaut (D14, ..., Dy ) pour toute date t. Grace a la remarque
[2.35] la probabilité mélange p; associée & cette suite de Bernoulli échangeables correspond a la
probabilité conditionnelle de défaut Q(7; < ¢ | N¢). On peut déterminer aisément son expression
ainsi que celle de sa fonction de répartition :

o =Q(1 <t|{Ny)=1—-(1- p)N‘ exp(—\t) (2.122)
et
_ N \
G(q) =Q(pr <q) = Z —exp(—At) ou (2.123)
n!
n=0
At + In(1 —
ny = M ) (2.124)
In(1 - p)
On cherche & analyser I'impact des paramétres (), p, ) sur le niveau de dépendance des in-
dicatrices de défaut (Dig,...,Dy,) au sens de l'ordre supermodulaire. Rappelons que deux

vecteurs aléatoires comparables selon 'ordre supermodulaire ont nécessairement les mémes lois
marginales. On peut remarquer que les temps de défaut sont de loi marginale exponentielle
de paramétre A 4+ pA. Ainsi, si 'on note (X, p,\) et (A*,p*, \*) les jeux de paramétres associés
respectivement & (D1, ..., Dnt) et (Diy, ..., Dy, ), Uégalité suivante doit étre respectée :

A+ pA = A+ pian (2.125)

En conséquence, suivant le paramétre que 'on maintient fixé, A, p ou A, on peut effectuer trois
types de comparaison :
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1. M =), p* > pet A* <\ :comparaison entre paramétres systématiques.

2. p* =p, A* > Xet A* < X\ : comparaison entre intensité du choc systématique et intensité
du choc idiosyncratique.

3. A* =\, p* > pand \* < ) : comparaison entre probabilité de survie & un choc systéma-
tique et intensité d’un choc idiosyncratique.

Pour ces trois comparaisons, on va montrer que p; <. p; et donc que (Dl,t, .. .,Dn,t) <sm
(Di4s- .-, Dy ). Concernant les comparaisons 2 et 3, on peut effectivement s’attendre a un ac-
croissement du niveau de dépendance puisque ’on augmente un paramétre régissant le risque
systématique au dépend d’un parameétre régissant le risque individuel. En ce qui concerne la pre-
miére comparaison, ce résultat est beaucoup moins intuitif puisque I’on compare les paramétres p
et A qui gouvernent la dépendance. En d’autres termes, ce résultat montre que ’'intensité du choc
systématique a moins d’effet sur la structure de dépendance que la probabilité p que ce choc soit
fatal. Les propositions suivantes, 2.2}, [2.22]et [2.22] établissent formellement ces derniers résultats
de comparaison pour les trois directions énoncées ci-dessus.

Proposition 2.21 Comparaison 1
Considérons les jeuz de parameétres (A, \,p) et (X*, \*,p*) et supposons que l’égalité suivante soit
vérifice :
A+ pA = A+ piA*. (2.126)

Si l'on suppose que \* = X, alors les probabilités mélanges correspondantes p; = 1 — (1 —
p)Vtexp(—=At) et pf =1 — (1 —p*)Ni exp(—At) sont lelles que :

N=)\ p>pet N< A = P <epr (2.127)
Preuve : 1l existe un réel 1 < a < 1/p tel que p* = ap et A* = A/a. Comme 'ordre convexe est

stable par transformation linéaire, il suffit de montrer que (1 —p)™ <., (1 —p*)N¢. Comme N}
est un processus de Poisson de parameétre \/«, on a :

Ny
N 235 B; (2.128)
=1

ou (B;);>1 est une suite de variables aléatoires de Bernoulli de moyenne 1/«, indépendante de
N;. On peut remarquer de plus que :

N¢
E[1-p) 05 N = [[E[0 - ap)®] = - p)™, (2.129)
=1

ce qui conclut la preuve grace au théoréme de Strassen (théoréme [2.1]). O

Proposition 2.22 Comparaison 2
Considérons les jeur de paramétres (X, \, p) et (\*, \*, p*) et supposons que l’égalité suivante soit
vérifice :

A+ pA = X"+ piAt. (2.130)
Si lon suppose que p* = p, alors les probabilités mélanges correspondantes py = 1 — (1 —
p)Veexp(—At) et pr =1 — (1 —p)Ni exp(—=\*t) sont telles que :

pr=p, N >Xet N<A = p < B (2.131)
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Preuve : Il existe un réel o > 0 tel que \* = A+ a et \* = X\ — ap. Comme l’ordre convexe
est stable par transformations linéaires, il suffit de montrer que (1 — p)Vt exp(—At) <. (1 —
p)N: exp(—j\*t). Comme N} est un processus de Poisson de parameétre A+q, il existe un processus
de Poisson N; de paramétre «, indépendant de N; et tel que N/ 4 N, + N,. Mais, comme
E [(1 —p)Nf} = exp(—apt), on obtient :

E[(1— )N+ exp (—(0 — ap)t) | M| = (1= )™ exp(-¢), (2.132)
ce qui conclut la preuve grace au théoréme de Strassen (théoréme . O

Proposition 2.23 Comparaison 3
Considérons les jeuz de paramétres (N, \,p) et (X\*, \*,p*) et supposons que l’égalité suivante est
vérifiée :

A+ pA = N+ p*A*. (2.133)
Si Uon suppose que N* = X, alors les probabilités mélanges correspondantes py = 1 — (1 —
p)Mexp(—At) et pr =1 — (1 — p*)Nt exp(—A*t) sont telles que :

N=X p">pet X< = p<pp;. (2.134)

Preuve : Considérons le réel a tel que o = p* — p. On peut écrire : \* = XA — a). De la méme
maniére que pour les copules & facteur additif, on va montrer que les probabilités mélanges
peuvent étre ordonnées suivant l'ordre less dangerous (leur fonction de répartition “se croisent”
une seule fois). Connaissant I’expression de la fonction de répartition de p;, G, et celle de pj,
G* (équation , on peut étudier le signe de la différence G — G* qui ne dépend que du
comportement de ng — ng par rapport a g. Cela revient & trouver les valeurs de ¢ pour lesquelles
I'inégalité suivante est vérifiée :

At 4 1n(1 — q) < (A —a\)t+1In(1 —q)

2.135
In(l—-p) — In(1-(p+a)) ( )
Il en découle que :
g<qo=1—exp (—%t) , (2.136)
In(1 — p) ~ (1 — (p+ )] X — aAIn(1 ~ p)
a=|In1-p)—In(1—-(p+a))|A—arln(l—-p) >0,
AT (2.137)
= (1—(p+a)) > 0.

On a donc montrer qu'’il existe un réel gy € [0, 1] tel que F(¢) — F*(q) < 0 pour tout ¢ < go et
F(q) — F*(q) > 0 sinon. Remarquons de plus que E[p] = E[p*] = 1 — exp(—(\ + pA\)t), ce qui
entraine finalement ’ordre convexe sur les probabilité mélanges, ie p <., p*. U

A titre illustratif, nous avons tracé en figure la fonction de répartition de la probabilité
mélange pour deux jeux de paramétres (A, A, p) et (A*, \*, p*) définis comme dans la comparaison
3 (proposition 2.23)). On peut observer que p; (p = 0.1) est plus petite que p; (p = 0.8) au sens
de l'ordre less dangerous.
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——— p=0.1
0.9f —— p=0.8

0.8

0.7f A=0.05
t=5 years

< 1)=0.
o6l P(1<1)=0.08

0.5F

0.4r

0.2r

0.1r

FicUrE 2.4 — Ce graphique représente la fonction de répartition de la probabilité mélange pour
deux jeux de parameétres correspondants & la comparaison 3.
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Annexe A

A.1 Vecteur aléatoire comonotone

Un vecteur aléatoire X = (Xi,...,X,,) de lois marginales F},..., F,, est dit comonotone
s'il existe une variable aléatoire U de loi uniforme sur [0, 1] telle que :

X = (F{Y(U),....E; 1 U)). (A1)

De plus, un vecteur aléatoire est comonotone si et seulement si sa fonction copule est la copule
supérieure de Fréchet-Hoeffding, i.e pour tout u = (u1,...,u,) € [0,1]", CT(uy,...,up) =
min(uy,...,u,). La copule CT de Fréchet-Hoeffding est une borne supérieure pour toutes les
structures de dépendance puisque pour toute copule C, C(u) < C*(u), VYu € [0, 1]".

A.2 Coefficient de dépendance dans les queues

Soient deux variables aléatoires X,Y de fonctions de répartition Fx, Fy et de copule C. Le
coefficient de dépendance de queue inférieure Ay, est tel que :

. _ _ . C(u,u)
= < Fyl < F! = ’
AL u£%1+@ (X <Fy'(u) | Y < Fy(u)) ulir&r P (A.2)

lorsque la limite existe. Si A, > 0, on dira que le couple admet de la dépendance extréme infé-
rieure (entre petites valeurs).

Le coefficient de dépendance de queue supérieure Ay est tel que :

1—-2
Ao = lim Q(X > Fy'(u) | Y > Fy'(w) = lim Cluu) +1=2u (A.3)

u—1— 1—wu

lorsque la limite existe. Si Ay > 0, on dira que le couple admet de la dépendance extréme supé-
rieure (entre grandes valeurs).

Remarquons que 0 < A\gy <1et 0 <Ay <1etque\y =M\ =1 pour la borne supérieur C+
de Fréchet-Hoeffding (cas comonotone). Un couple de variables aléatoires n’admet pas toujours
de dépendance dans les extrémes, i.e Ay = Ap, = 0. C’est le cas par exemple pour des variables
indépendantes ou pour un vecteur gaussien non comonotone.
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A.3 Coefficient de dépendance de Kendall ou Tau de Kendall

Soient deux variables aléatoires X,Y de fonctions de répartition Fx, Fy et de copule C. Le
coefficient de dépendance de Kendall px associé au couple (X,Y") est défini par :

PK = 4/ o C(u,v)dC(u,v) — 1. (A.4)

A.4 DMesures de risque convexes

Une mesure de risque est une fonction p : (2, 4,Q) — R qui vérifient un certain nombre de
conditions. Soient X,Y deux variables aléatoires définies sur ’espace probabilisé (€2, A, Q), les
propriétés intéressantes que p peut satisfaire sont les suivantes :

— monotonie : X <Y = p(X) < p(Y),

— invariance par translation : p(X + o) = p(X) + a pour tout « réel,

— inwvariance par homothétie de rapport positif : p(aX) = ap(X) pour tout réel « positif,
— sous-additivité : p(X +Y) < p(X) + p(Y),

— convezité : p(aX + (1 —a)Y) < ap(X) + (1 —a)p(Y), pour tout réel a dans [0, 1],

— invariance en loi : p(X) < p(Y) pour toutes variables X et Y de méme loi.

Une mesure de risque est dite cohérente si elle vérifie les propriétés de monotonie, d’ invariance
par translation, dinvariance par homothétie de rapport positif et la sous-additivité.

Une mesure de risque est dite convexe si elle vérifie les propriétés de monotonie, d’invariance
par translation et la convezité.

Notons de plus que ’ensemble des mesures cohérentes de risque est inclus dans ’ensemble des
mesures convexes de risque.
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Couverture des tranches de CDO
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Chapitre 3

Couverture du risque de défaut dans les
modeéles de contagion markoviens

La pratique standard de marché concernant la couverture des tranches de CDO consiste &
augmenter parallélement les courbes de crédit des noms sous-jacents et a calculer le ratio entre
le changement en valeur actuelle de la tranche et le changement en valeur actuelle des swaps
de défaut individuels, le modéle d’évaluation utilisé étant habituellement une copule gaussienne
a un facteur couplée & une structure de base correlation. La légitimité de cette méthode repose
essentiellement sur la couverture locale du risque de spread. En particulier, méme pour des ratios
de couverture obtenus par des petits écarts de spreads, la réplication des tranches par les CDS
sous-jacents n’est pas garantie notamment lorsque les spreads augmentent brutalement sur le
marché ou lorsqu’un défaut survient. De plus, cette derniére approche souléve un certain nombre
de problémes pratiques comme par exemple 'interdépendance des spreads de CDS et des corré-
lations implicites. FEn effet, un accroissement des spreads modifie la moneyness de la tranche et
impacte donc la corrélation implicite de la tranche. Etant donnée la séparation naturelle entre
lois marginales et structure de dépendance dans les modéles basés sur des fonctions copulesm la
prise en compte d’une nouvelle structure de base correlation résulte nécessairement d’une relation
arbitraire entre cette derniére et les spreads des CDS sous-jacents. Pour plus de détails sur les
différentes techniques de couvertures des tranches de CDO dans un modéle de copule gaussienne
couplé a une structure de base correlation, nous invitons le lecteur a se reporter aJobst (2007) ou
Meissner et al. (2008). D’autres anomalies relatives a 'emploi de ces pratiques sont répertoriées
dans l'article de Morgan et Mortensen (2007)). Ces derniers montrent en particulier que les ratios
de couverture pour certaines tranches peuvent étre négatifs dans le cas d’une structure de base
correlation fortement croissante. Enfin, ’approche standard de marché ne s’appuie aucunement
sur des arguments théoriques de réplication, ce qui dans la durée peut conduire & une dispersion
importante de la valeur actuelle du portefeuille de couverture comme le suggére |Petrelli et al.
(2007).

Malheureusement, les méthodes de réplication dynamique des tranches de CDO employées
par les intervenants de marché ne reposent pas actuellement sur une véritable théorie de la cou-
verture comme c’est le cas par exemple pour les produits dérivés sur actions ou sur taux d’intérét.
Cela est notamment di & des problémes de dimension et au phénomeéne d’interdépendance entre
risque de spread et risque de défaut. Laurent (2006) consideére le cas d’'un modéle & intensité mul-
tivarié ou les défauts sont conditionnellement indépendants et montre que pour des portefeuilles

70. Voir section du chapitre [1| pour plus de détails sur les modéles basés sur des fonctions copules.
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de grande taille bien diversifiés, il est possible de se concentrer uniquement sur la couverture
du risque de spread et contréler I'erreur de couverture. Néanmoins, cette derniére approche ne
traduit aucun phénoméne de contagion : les spreads de crédit ne réagissent pas spécifiquement au
défaut d’'un nom ou, autrement dit, le défaut n’a pas un caractére informatif. Or, cette hypotheése
est discutable comme le montre Das et al.| (2007) & travers une étude empirique qui privilégie
un effet informatif des défauts sur les spreads des noms survivants. Cependant, des exemples
concrets comme les faillites de Delphi, Enron, Parmalat ou WorldCom apportent des résultats
divergents a ce propos.

Dans ce chapitre, nous adoptons une approche alternative. Notre étude de la couverture est
concentrée sur le risque de défaut, les spreads de crédit et la dynamique de la dépendance étant
gouvernés par l'arrivée des défauts. Nous détaillerons le calcul des stratégies de couverture dy-
namiques ou credit deltas relatifs & un événement de défaut dans un modele de contagion. Les
modéles de contagion ont été introduits dans le domaine du risque de crédit par Davis et Lo
(2001)), |[Jarrow et Yu (2001) et également étudiés par Yu| (2007). Schonbucher et Schubert| (2001))
montrent que les modéles basés sur des fonctions copules reflétent de la contagion et ils relient les
changements de valeur des spreads de crédit & 'arrivée d'un défaut aux dérivées partielles de la
fonction copule. Il s’agit également de "approche adoptée par Bielecki et al. (2007b) pour traiter
le probléme de la couverture des dérivés de crédit. Frey et Backhaus (2007b)) s’intéressent égale-
ment & la couverture des tranches de CDO dans le cadre plus flexible d’un modéle de contagion
markovien. Dans les modéles & copule, la contagion dérive de la structure de dépendance des
temps de défaut alors que dans les modéles de contagion, la structure de dépendance des temps
de défaut découle de la spécification de la dynamique des intensités. Dans ces deux approches,
les sauts de spreads se produisent uniquement au moment d’un défaut. Grace a cette hypotheése
assez simple et lorsque 1'on exclut la possibilité de défauts simultanés, il est possible de montrer
que le marché des tranches de CDO est complet : les cash-flows des tranches de CDO peuvent
étre parfaitement répliqués en négociant dynamiquement les CDS sous-jacents et méme dans
certains cas particuliers en négociant simplement ’'indice.

Plus récemment, [Frey et Backhaus| (2007a) étudient le probléme de la couverture des tranches
de CDO dans un contexte ot les défauts sont modélisés par une chaine de Markov traduisant a la
fois un effet de contagion et un risque de spread spécifique. Dans cette approche, si ’on considére
uniquement les CDS individuels & une maturité donnée sur le portefeuille sous-jacent, le marché
n’est plus complet. Frey et Backhaus| (2007a)) utilisent alors des techniques de minimisation de
Ierreur de couverture pour déterminer leur stratégies dynamiques de réplication. En exploitant
une technique similaire dans un cadre de marché incomplet, Elouerkhaoui| (2006)) étudie le pro-
bléme de la couverture dans un modeéle Poisson multivarié. Cependant, 'implémentation pratique
de ces méthodes peut s’avérer trés contraignante, en particulier lorsque 'on cherche & calculer
les ratios de couverture a différentes dates et dans différents états.

Dés qu’il s’agit de mettre en ceuvre des méthodes de couverture basées sur un modéle d’éva-
luation, le probléme crucial de la calibration de la dynamique des défauts sur les données de
marché s’impose naturellement. La détermination des intensités d’une chaine de Markov simi-
laire & la nétre & partir de spreads de tranches de CDO a été étudiée récemment par un certain
nombre d’auteurs. On peut citer notamment [van der Voort (2006), |Schonbucher| (2006)), |Arns-
dorf et Halperin (2007), De Koch et Kraft| (2007)), Epple et al. (2007), |[Lopatin et Misirpashaev
(2007)), Herbertsson| (2007al), [Herbertsson| (2007b) ou (Cont et Mincal (2008). Ces derniers papiers
ont pour but de développer une modélisation markovienne de la perte agrégée, éventuellement
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associée & un marché incomplet, sans opportunité d’arbitrage et compatible avec des prix de mar-
ché. Cependant, le probléme de la couverture dynamique et de son application n’y est pas traité
spécifiquement. D’un point de vue de la couverture, un avantage important de notre approche est
que les cotations de marché déterminent complétement la dynamique de la perte agrégée, grace
aux équations forward de Kolmogorov. En fait, notre approche est analogue & celle de |Dupire
(1994) qui déduit intégralement la dynamique des actions a ’aide des prix d’options d’achat dans
un modéle & volatilité locale. En conséquence, grace a cette caractéristique et & la completude

du marché, on détermine sans ambiguité les stratégies dynamiques de réplication des tranches
de CDO.

Ce chapitre est divisé en six sections. Dans la premiére section, nous établirons les bases
théoriques du modéle de contagion, nous détaillerons certaines hypothéses de marché et nous
présenterons un théoréme de représentation de martingales pour des processus ponctuels mul-
tivariés. Nous montrerons en particulier que sous 'hypothése d’absence de défauts simultanés,
le marché est complet et il est possible de répliquer parfaitement tout actif dont les cash-flows
dépendent uniquement de l'arrivée de défauts dans un portefeuille de crédit. Afin de déterminer
concrétement les stratégies de réplication, nous nous restreindrons dans la deuxiéme section au
cadre des modéles de contagion markoviens homogénes, ce qui entrainera une réduction considé-
rable de la dimension du probléme et permettra d’entrevoir sa mise en application. Nous verrons
notamment que, dans ce cas, le processus de la perte agrégée est simplement une chaine de Mar-
kov ou plus précisément un processus de naissance pur (selon la terminologie de [Karlin et Taylor
(1975))) et qu’il est possible de dupliquer parfaitement les cash-flows des tranches de CDO avec
ceux de l'indice de CDS et de lactif sans risque. La troisiéme section abordera le probléme de
la calibration de la chaine de Markov sous plusieurs angles : calibration & partir de la surface de
perte (loss surface) compléte, calibration & partir de la loi marginale du nombre de défauts a une
maturité fixée ou calibration directe & partir de quelques prix de tranches. Dans la quatriéme
section, nous montrerons que la chaine de Markov de la perte agrégée peut simplement étre re-
présentée 4 ’aide d’un arbre binomial recombinant. Nous y décrirons les cash-flows des tranches
de CDO, de l'indice, I’évaluation de ces produits et la détermination des credit deltas dans les
nceuds de I'arbre. Les deux derniéres sections sont consacrées a 'application de cette méthode
a la couverture dynamique des tranches standardisées de CDO. La cinquiéme section présentera
la dynamique des stratégies de couverture pour un arbre calibré sur une distribution de la perte
générée par la copule gaussienne. Nous analyserons en particulier la dépendance des ratios de
couverture par rapport a I’hypothése sur les taux de recouvrement et par rapport au parameétre
de dépendance associé & la copule gaussienne. Nous présenterons enfin dans la derniére section
les deltas calculés dans un arbre calibré sur une structure de base correlation de marché. Nous
comparerons ces derniers résultats avec les deltas obtenus par la pratique standard de marché et
les deltas récemment calculés dans d’autres approches par |Arnsdorf et Halperin| (2007), Eckner
(2007)), [Feldhiitter| (2008) et Cont et Kan| (2008]).

3.1 Description du modéle

3.1.1 Temps de défaut

On considére un portefeuille composé de n obligations soumises & un risque de défaut. Les
temps de défaut sont décrits par le vecteur aléatoire (11,...,7,) défini sur un espace de proba-
bilité (2, A,P). On note Ni(t) = l{r<¢y, -+ Nu(t) = 1z, <4, les indicatrices de défaut a la
date t et H;y = o (Ni(s),s <t), i =1,...,n, les filtrations individuelles des temps de défaut.
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H: = ‘\1}1 H;; désigne la filtration globale des temps de défaut.

On note 71,...,7", les temps de défaut ordonnés et on suppose qu’il ne peut y avoir plusieurs
défauts au méme moment, i.e. 7' < ... < 7" P — p.s . Cette hypothése est importante du point
de vue de la complétude du marché. En effet, nous verrons qu’il est possible dans ce cas de
couvrir dynamiquement des swaps de défaut sur panier (basket default swaps) ou des tranches
de CDO a l'aide de n CDS individuels, chacun couvrant le défaut d’un nom dans le portefeuille
sous-jacent. Dans le cas général, si I’on cherche & se couvrir sur un court intervalle de temps
[t,t 4 dt], on peut remarquer que le nombre d’états possibles est de 2", chiffre qui correspond au
nombre de sous-ensembles de noms potentiellement en défaut sur cette période dans un panier
de n références. Dans ce cas, il faudrait donc considérer des produits de protection non standards
contingents & 'arrivée de défauts multiples pour répliquer les cash-flows de tranches de CDO.

Nous supposons de plus que les temps de défaut admettent des intensités : il existe des

processus a?, 1 =1,...,n positifs et H;—prévisibles tels que :

t
Ni(t) - / oF(s)Lrogyds, i=1,....m, (3.1)
0
soient des P-martingales par rapport & la filtration H.

3.1.2 Hypothése de marché

Nous supposons pour le moment qu’il existe, sur le marché, des CDS digitaux instantanés
cotés sur chaque entité du portefeuille sous-jacent. Un CDS digital instantané coté en ¢ sur le nom
7 est un contrat de swap de défaut de durée de vie dt et de notionnel unitaire. Plus précisément,
le vendeur de protection s’engage & verser une unité monétaire en t+dt & 'acheteur de protection
si le nom ¢ fait défaut sur le période [t, ¢+ dt]. En contrepartie, I'acheteur de protection verse en
t + dt une prime égale a «;(t)dt au vendeur de protection. Les cash-flows d’'un CDS instantané
sur le nom 4 coté en t peuvent étre schématisés par la figure 3.1

1 — a;(t)dt : défaut du nom i entre ¢ et ¢ + dt
0 <
—a;(t)dt : survie du nom ¢
t t+4dt

FI1GURE 3.1 — Structure des cash-flows d’'un CDS digital instantané pour ’acheteur de protection

Ainsi, une position en achat de protection sur un CDS digital instantané relatif au nom ¢ n’en-
traine initialement (en ¢) aucune charge et fournit un payoff égal & dN;(t) — a;(t)dt en t + dt.
dN;(t) correspond au paiement sur la jambe de défaut et «;(t)dt est la prime (& court terme)
du swap. Précisons également que «;(t) = 0 lorsque ¢t > 7, un swap de défaut étant obsoléte
aprés le défaut du nom qui lui est associé. Le fait de considérer de tels produits virtuels plutot
que des CDS classiques ne constitue pas une limitation de notre approche. Il s’agit simplement
de présenter de maniére intuitive les outils théoriques développés pour traiter le probléme de la
couverture. Nous détaillerons dans la suite le calcul des ratios de couverture par rapport & des
CDS réellement cotés sur le marché.
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Nous supposons de plus que I’évolution des primes de CDS instantanés, aq(t),...,an(t), ne
dépend que de l'arrivée de nouveaux défauts dans le portefeuille. En d’autres termes, les primes
sont déterministes entre deux dates de défaut. Il n’y a pas de risque de spread spécifique ou pour
étre plus précis le risque de spread est régi par le risque de défaut. Nous nous restreignons ainsi
au cas d’un marché gouverné par le risque de défaut. Cela correspond a I'approche de Bielecki
et al.| (2007a)) et Bielecki et al.| (2007b)).

Pour simplifier, nous supposons que le taux d’intérét sans risque est constant et égal a r.
On peut exprimer facilement le payoff resultant d’une stratégie de trading auto-financée asso-
ciée aux CDS digitaux instantanés. Soient d1(.),...,d,(.) des processus H;—prévisibles décrivant
I’évolution (en montant nominal) des positions prises sur chaque CDS instantané. Etant donné
un investissement initial de Vj, le payoff que I'on obtient au temps T' peut s’écrire :

n T
VoerT +> /0 8; (5) €T3 (dN;(s) — cvi(s)ds). (3.2)
=1

Par définition, J;(s) est le montant nominal de CDS instantanée sur le nom 7 acquis en s. Cela
induit un résultat net de 6;(s) x (dN;(s) — a;(s)ds) ala date s+ds qui est épargné (ou emprunté
dans le cas négatif) au taux r jusqu'en 7.

3.1.3 Couverture et Théoréme de représentation de martingale

Par absence d’opportunité d’arbitrage, a1, ..., a, sont des processus H;—prévisibles positifs.
Cela reflete simplement que le cotit de la protection est nécessairement positif en présence d’un
risque de défaut. Pour la méme raison, {a;(t) >0} = {al(t) >0}, P-presque strement. En
conséquence, d’apreés le théoréme 11 du chapitre VIII du livre de Brémaud| (1981)), sous certaines
hypothéses de régularité, il existe une probabilité Q équivalente & P telle que les primes des
CDS digitaux instantanés ai, ..., a, soient les (Q,H;) intensités des temps de défaut. A partir
de maintenant les primes seront notées a?, cee ag et nous travaillerons sous la probabilité Q.
Autrement dit,

t
N;(t) /0 Oé;Q(S)l{Ti>s}dS, i=1,...,n, (3.3)

sont des (Q, H;) martingales. Pour simplifier les notations, nous supposerons implicitement dans
la suite que l'intensité du nom 7 est nulle aprés son défaut, i.e a;@(t) = 0 sur 'ensemble {t > 7},
1=1,...,n.

Nous nous intéressons maintenant & la réplication d’actifs dont les cash-flows sont contin-
gents aux défauts d’entités du portefeuille de référence. Soit M, un payoff Hr—mesurable et
Q-intégrable. Comme M dépend des indicatrices de défaut des noms sous-jacents jusqu’a la date
T, cela inclut en particulier les cash-flows des tranches de CDO ou ceux des swaps de défaut sur
panier, en supposant que les taux de recouvrements sont déterministes. Grace au théoréme de
représentation de martingale pour les processus ponctuels (Voir théoréme 9 du chapitre ITI du
livre de Brémaud| (1981))), il existe des processus H;—prévisibles 61, . .., 0, tels que :

M =2 (M) + Zn: / ! 0;(s) (dNi(s) - a;@(s)ds). (3.4)
i=1"0

En conséquence, on peut répliquer M en investissant initialement E@ [M e*rT} dans Pactif sans
risque et en prenant en s, sur la période [s, s + ds], une position sur les CDS instantanés des
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noms survivants. Par exemple, la prise de position en s sur le CDS instantané relatif au nom 4 est
égale 4 un montant nominal de §;(s) = 0;(s)e "(T=%). Le gain éventuel est épargné en s + ds au
taux r, la perte éventuelle est empruntée en s + ds au taux r. Remarquons que la représentation
est associée A la martingale EQ [M | Hy] et, de maniére plus générale, on a en fait pour tout
t € [0,T] la représentation suivante :

noopt
EQ[M | 1] =EQ[M] + 3 / 0i(s) (dVi(s) — aP(s)ds). (3.5)
=170
A partir des expressions [3.4] et on obtient immeédiatement :

n_.r
M =EQ[M | Hy + Z/ 0;(s) (dN,—(s) - a;@(s)ds). (3.6)
i=1"1t

Si I'on note V; = EQ [Me "=t |H,], alors M = V"= 4+ 371, ftT 0i(s) (dNi(s) — ofi@(s)ds)
et V4 correspond exactement au coiit de la replication de M & la date ¢ étant donné que les prises
de positions en CDS instantanés sont gratuites. On peut également remarquer que pour un court
intervalle de temps dt, 'approximation suivante est vérifiée :

Vi = Vi + 3840 (dN,»(t) - a;@(t)ds> , (3.7)
=1

ce qui est compatible avec les pratiques de marché oil le portefeuille de couverture est mis a
jour réguliérement. Un investisseur qui souhaite répliquer ’évolution de V; entre t et ¢ + dt, doit
investir en ¢, V; dans lactif sans risque et prendre des positions de montant égal & §1(¢), ..., 0, (t)
dans les CDS digitaux instantanés.

Meéme si le théoréme de représentation de martingale garantit dans cette approche que 'on
peut parfaitement répliquer des tranches de CDO, il ne fournit pas de méthode pratique de
construction des stratégies de couverture. Comme pour les dérivés sur actions ou sur taux d’in-
térét, cela nécessite en général ’hypothése d'un environnement markovien.

3.2 Modéles de contagion markoviens homogénes

3.2.1 Description des intensités

Pour décrire intégralement un modéle de contagion, il est nécessaire de spécifier la structure
des intensités de défaut risque neutre a(l@, ...,a2. Au paragraphe précédent, nous avons présenté
un résultat théorique sur la couverture dans le cas oul ces derniéres dépendent de I’historique
complet des temps de défaut. Dans le but de déterminer explicitement les stratégies de réplica-
tion, une hypothése classique est de supposer que les intensités dependent uniquement du statut
courant des défauts, i.e des indicatrices de défaut : a;@(t), i1 =1,...,n, sont des fonctions détermi-
nistes de Ny (t),..., Ny(t). Cette hypothése peut paraitre contestable dans la mesure ot on peut
penser en réalité que l'effet de la contagion tend a s’atténuer avec le temps, ce qui n’est pas pris
en compte ici. Les processus ponctuels de Hawkes, introduits par |Giesecke et Goldberg (2006),
Errais et al.| (2007) dans le domaine du crédit, prennent en compte ce phénoméne@ Dans la

suite du chapitre, on se place dans un environnement markovien ot les intensités ne dépendent

71. D’autres spécifications des intensités dans le méme sens sont étudiées par |Lopatin et Misirpashaev| (2007)).
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que du statut de crédit courant des noms et s’écrivent a;@ (t,N1(t),...,Np(t)), i = 1,...,n.
Plusieurs contributions se basent également sur une “hypothése markovienne”. On peut citer des
exemples populaires comme |Kusuoka) (1999), Jarrow et Yu| (2001)) ou [Yu| (2007) qui considérent
le cas ou les intensités de défaut sont des fonctions affines des indicatrices de défaut. Le lien entre
modéles de contagion et chaines de Markov est décrit dans le livre de [Lando| (2004) et développé
également par Herbertsson| (2007b)).

Un autre probléme pratique concerne ’hétérogénéité. En effet, modéliser toutes les interac-
tions possibles entre les intensités des noms sous-jacents implique I’emploi d’un nombre important
de paramétres de contagion et entraine nécessairement des problémes numériques. Pour cette rai-
son, nous nous restreindrons dans la suite au cas homogéne ot les entités survivantes partagent
la méme intensité de défaut. Plus précisément, elles ont la méme dépendance fonctionnelle par
rapport aux indicatrices de défaut. Cette hypothése est sans doute raisonnable pour des tranches
de CDO standardisées, ou la dimension du portefeuille sous-jacent est importante (125 noms
pour les indice iTraxx ou CDX NA) mais reste discutable pour les tranches equity trés sensibles
au risque idiosyncratique. On notera a@ = oa(lg =...= ag I'intensité commune des temps de
défaut.

Pour plus de flexibilité, nous supposons de plus que les intensités individuelles dépendent
uniquement du nombre de défauts courant. Ainsi, si on note N(t) = > | N;(t) le nombre de
défauts au temps t, les intensités sont simplement décrites par une fonction déterministe de ¢ et
de N(t), i.e a®(t, N(t)). En particulier, si {r; > t}, alors N(t) = >_j+i Nj(t) et intensité dun
nom 4 survivant en ¢, ne dépend que du statut de crédit des autres noms. Cette idée correspond
& I'approche & champs moyen ou mean-field approach introduite en physique des particules et
étudiée par [Frey et Backhaus| (2007b) dans le cadre du crédit. Par analogie avec le modéle de
volatilité locale, |Cont et Minca| (2008) parlent de modeéles & intensité locale.

Plusieurs descriptions paramétriques ont été analysées. On peut penser & un effet additif de
la contagion, i.e des intensités de défaut individuel de la forme a@ = o + BN(t) avec a et
des constantes comme mentionné par Frey et Backhaus (2007b)). Cela correspond également au
modele linear counterparty risk model de |Jarrow et Yu| (2001). Ding et al| (2006 montrent que
lorsque l'intensité de la perte est linéaire en N (t), la perte est de loi Binomiale négative. On peut
également penser a un effet multiplicatif comme proposé par Davis et Lo (2001) ot les intensités
de défaut individuelles sont telles que a@ = a x BN®)_ [Frey et Backhaus| (2007b) décrivent les
intensités a ’aide d’'une fonction convexe de N(t) (convezr counterparty risk model) :

a® =a+ g (exp (BN (1) — ) *) = 1), (3.8)
ou «, B, k sont des constantes positives. u représente le nombre de défauts attendus. Dans le
cas ou le nombre de défauts réalisés est inférieur au nombre de défauts attendus, il n’y a pas
de phénoméne de contagion et dans le cas contraire, la contagion est exponentielle. Bien sir, on
peut également partir d’une approche non paramétrique. Nous développerons dans la suite une
procédure de calibration sur des intensités “non contraintes” & partir de cotations de marché.

Comme on s’intéresse essentiellement a la couverture de tranches de CDO standardisées, on
supposera que le taux de recouvrement est constant égal & R. Les entités composant l'indice
CDS de référence étant équipondérées, la perte agrégée unitaire & la date ¢ peut donc s’écrire
L(t) = (1-R) MY On peut montrer facilement que Iintensité de L(t) ou de N(t) est égale

n -
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a la somme des intensités individuelles d’aprés 'hypothése d’absence de défauts simultanés. Si
Pon note A (¢, N(t)), l'intensité risque neutre de la perte, elle est donc elle-méme une fonction
déterministe de la perte, i.e :

At N(1) =D (8, N(1)(1 = Ny(t)) = (n = N(t)) x o (£, N(t)) . (3.9)
i=1

Nous sommes bien dans une approche bottom-up dans laquelle la dynamique de la perte agrégée
est déduite de la spécification des intensités individuelles.

3.2.2 Evaluation risque neutre

On peut remarquer que dans un modéle de contagion markovien homogene, le processus N (t)
est une chaine de Markov sous la probabilité risque neutre Q. Plus précisément, il s’agit d'un
processus de naissance pur (pure birth process) suivant la terminologie de Karlin et Taylor| (1975)
car on ne peut observer qu'un seul défaut a la fois@. La matrice génératrice A(t) de cette chaine
de Markov s’écrit simplement :

—Mt,0)  AE0) 0 0
0 —A(t,1) A1) 0
At) = : (3.10)
0 —At,n—1) At,n—1)
0 0 0 0 0

Notons que {N(t) = n} est un état absorbant. Schénbucher| (2006) modélise directement la
dynamique de la perte par une chaine de Markov en temps continu qu’il appelle one-step repre-
sentation of the loss distribution. Contrairement & cette derniére approche, nous avons établi ici
le lien entre intensités individuelles (approche bottom-up) et intensité de la perte (approche top-
down). En outre, dans notre approche, les prix sous la probabilité risque-neutre Q correspondent
A des cotts de réplication.

Etant donné que la perte est une chaine de Markov, on peut déterminer facilement le prix de
replication d'un payoff de type européen sur la perte. Considérons par exemple le cas d'un zero-
coupon trachelet qui verse 1y ()=} & la date de paiement T', pour un entier k£ dans {0,1,...,n}.
D’apres le paragraphe le prix de réplication en t de ce payoff s’écrit :

V(t, N(#) = e T-0Q (N(T) = k | N(1)). (3.11)
Or, il est possible de relier le vecteur des prix V(t,.) = (V(£,0),...,V(t,n))" au vecteur des

payoffs terminaux V(T,.) = (614, .. -, 5n’k)T grace a la matrice de transition Q(¢,7") de la chaine
entre t et T' par la relation vectorielle suivante :

V(t,.)=e"TQ(t, T)V(T,.). (3.12)

72. Dans le cas ou la chaine de Markov est plus générale et permet ’arrivée de défauts simultanés, il est possible
de calibrer plus facilement les tranches senior de CDO, relatives aux pertes extrémes. Cette approche est discutée
notamment par [Putyatin et al.| (2005), [Brigo et al. (2007a) et [Walker| (2007). Rappelons que la possibilité de
défauts multiples entraine 'incomplétude du marché.
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De plus, la matrice de transition de N(t) vérifie les équations de Kolmogorov forward et backward :

ant’T) = —A()Q(t,T), 8%;;11) - Q(t,T)A(T). (3.14)

Remarquons que dans le cas d’une matrice génératrice homogéne en temps A(t) = A, la matrice
de transition s’exprime simplement comme une exponentielle de matrice :

Q(t,T) =exp (T —t)A). (3.15)

Ces idées ont été mises en pratique notamment par ivan der Voort| (2006)), Herbertsson et
Rootz’en| (2006]), Arnsdorf et Halperin| (2007)), De Koch et Kraft| (2007)), Epple et al. (2007),
Herbertsson| (2007b) et Lopatin et Misirpashaev| (2007). Ces derniers articles s’intéressent essen-
tiellement & I’évaluation de dérivés de crédit alors que nous nous concentrons ici sur la couverture
et I'implémentation pratique des stratégies de duplication.

3.2.3 Calcul des stratégies de réplication

Nous montrons dans ce paragraphe comment déterminer explicitement les stratégies de cou-
verture dans notre approche. L’avantage d’un modéle de contagion homogéne est que les stratégies
de réplication par rapport aux noms survivants sont les mémes, ce qui réduit considérablement
la dimension du probléme.

Supposons que 'on cherche & couvrir un payoff de type Européen sur la perte agrégée.
Pour simplifier, on considére pour le moment qu’il n’y a pas de paiements intermédiaires. Cela
correspond par exemple & une tranche de CDO zero-coupon avec un paiement de prime upfmnt@.
On note V (¢, N(t)) son prix de réplication. En appliquant le lemme d’It6, la dynamique de
V(t,N(t)) s’écrit :

AV (t, N(t))

av (N (1) = =5

dt + (V (t, N(t) + 1) = V (t, N(t))) dN(t), (3.16)

ou V (t, N(t)+ 1) — V (t,N(t)) correspond au saut dans le processus de prix de la tranche lors-
qu'un défaut survient, i.e lorsque dN(t) = 1. De plus, comme (e”V(t,N(t))) est une (Q, H;)-
martingale@ on a:

oV (t,N(t))

S AN () x (V (N +1) =V (EN@) = rV (6N (). (3.17)

Il est possible de répliquer V' grace aux CDS digitaux instantanés décrits au paragraphe [3.1.2
page [1060] En effet, on peut écrire :

dAN(t) = f: dN; (1) (3.18)
1=1

73. On peut montrer par la formule d’It6-Doeblin que les prix de réplication vérifient également 1’équation
backward de Kolmogorov. En effet, comme (e V (¢, N(t))) est une (Q, H;)-martingale, on a :

AV (¢, N(t))

L AN @) x (V (6N () +1) =V (EN(0) =1V (5N (). (3.14)

74. Le cas général sera traité dans la section
75. Cela implique que son drift est nul, i.e E [dV; | N¢] = 0.
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Chapitre 3. Couverture du risque de défaut dans les modéles de contagion markoviens

De plus, comme A(¢t, N(t)) = >, a(i@(t,N(t))(l — N;(t)), en exploitant les relations ,
et la dynamique de V peut s’exprimer simplement en fonction de celle des CDS digitaux
instantanés de la maniére suivante :

dV (¢, N(t)) = rV (t, N(t)) dt

+ En: (V(EN(#)+1) = V(t,N(?))) (dNi(t) — a2, N(D) (1 — Ni(t))dt) - (3.19)
i=1

En conséquence, les stratégies de couverture par rapport aux CDS digitaux instantanés sur les
noms survivants sont égales a :

§i(t) =e TV, N(t)+1) = V(E, N(®)) (1 — Ni(t)), (3.20)

pour 0 <t <Teti=1,...,n.

On cherche maintenant & couvrir cette tranche de CDO avec un portefeuille composé d’obli-
gations zero-coupon equipondérées (ou portefeuille d’indice). Chaque obligation du portefeuille
est soumise & un risque de défaut de sorte que la valeur unitaire du portefeuille en 7" est égale

a1—(1—R)MD 0On note Vi(t, N(t)) = e "T—IE [1 — (1= RYMD) | N(#)] son prix de ré-
plication & la date ¢t. Par le méme raisonnement, on peut exprimer la dynamique du processus

Vi(t,N(t)) en fonction de celle des CDS digitaux instantanés sur les noms survivants :

dVi(t,N(t)) =rVr (t,N(t))dt

+ 37 Vit N () + 1) = Vi(t, N() (dNi(t) = aP (e, N()(1 = Ni(t))dt ) . (3.21)
=1

En conséquence, la dynamique de V' peut étre exprimée en fonction de celle de V7 de la facon
suivante :

dV(t, N(t) = r [V(t, N(t)) — 5;(t, N(O) Vi (t, N(t))] dt + 61(t, N(£))dVi(t, N(t)),  (3.22)

ot V(t,N(t) +1) = V(t, N(t))

or(t, N(t)) = Vi(t, N(t)+1) = Vi(t,N(t))

On peut donc répliquer parfaitement un payoff de type FEuropéen, disons une tranche de
CDO zero-coupon en utilisant uniquement comme instrument de couverture le portefeuille d’in-
dice sous-jacent et I'actif sans risque. Le ratio de couverture par rapport a l'indice est égal a
0r(t, N(t)). Notons cependant que cette derniére stratégie de couverture est réalisable & condi-
tion que Vi(t, N(t) + 1) # Vi(t,N(t)). Le cas habituel correspond a de la dépendance posi-
tive, larrivée d'un défaut entrainant une augmentation des spreads des noms survivants, i.e
a®(t,0) < aQ(t,1) < ... < a®(t,n) (dans le cas homogene), et donc Vi (¢, N(t)+1) < Vi(t, N(1)).
Remarquons que lorsque a@(¢,0) = a@(t,1) = ... = a@(t,n), il n'y a pas d’effet de contagion et
les défauts sont indépendants. Méme dans ce cas, Vi(t, N(t)+1) < Vi(t, N(t)) puisque Vi (¢, N(t))
est linéaire croissante en le nombre d’obligations survivantes. Ainsi, la diminution en valeur du
portefeuille d’indice résulte a la fois d’un effet direct lié & 'arrivée d’un nouveau défaut mais
aussi d’un effet indirect lié & une poussée des spreads des noms survivants.

(3.23)

L’idée qui consiste a utiliser des sensibilités (ou des changements de valeur) a l’arrivée d’un
défaut pour construire des stratégies de couverture a été introduite par [Arvanitis et Laurent
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(1999). La construction rigoureuse des stratégies de couverture dynamiques a été établie par
Blanchet-Scalliet et Jeanblanc (2004)) dans un cadre univarié. Le résultat présenté ci-dessus peut
étre vu comme une extension naturelle de leur approche au cadre multivarié ot la dynamique de
la perte agrégée est décrite par un modele homogéne markovien. Nous considérons simplement le
processus du nombre de défauts N(¢) et le portefeuille d’indice V7 (¢, N(t)) au lieu de considérer
une indicatrice de défaut N;(t) et le prix de 'obligation risquée correspondante.

3.3 Calibration des intensités de la perte

Un autre avantage intéressant des modéles de contagion markoviens homogénes est que la
dynamique de la perte agrégée (ou de maniére équivalente celle des intensités de défaut de la
perte) peut étre déduite sans ambiguité des cotations de marché. En conséquence, il en est de
méme pour les stratégies dynamiques de réplication des tranches de CDO. Cela facilite grande-
ment 'analyse empirique du modéle et I’étude de sa robustesse puisque les ratios de couverture
ne dépendent pas de paramétres non-observables et donc difficiles & calibrer.

La construction de la chaine de Markov induite pour la perte agrégée & partir des spreads
de marché des tranches de CDO est analogue & la construction de Dupire| (1994) de la volati-
lité locale a partir des prix d’options d’achat sur actions. Derman et Kani| (1994), Rubinstein
(1994) emploient des idées similaires pour construire un arbre de la dynamique des prix d’actions.
Laurent et Leisen| (2000) montrent également comment une chaine de Markov peut étre induite a
partir d’'un ensemble fini de prix d’options. Dans toutes ces approches, la calibration de la dyna-
mique du modele repose sur les équations forward de Kolmogorov. Schonbucher| (2006 analyse
la calibration des intensités & partir d’'un ensemble complet de prix de tranches ou de maniére
équivalente a partir des lois du nombre de défauts pour tous les horizons. [Lopatin et Misirpashaev!
(2007) et |Cont et Mincal (2008) mettent également en relief les similarités entre 'approche de
Dupire (1994)) et la construction de la chaine de Markov établie par Schonbucher| (2006)). Nous
proposons ici de détailler et d’analyser cette derniére méthode basée sur la connaissance des lois
du nombre de défauts a tous les horizons.

3.3.1 Calibration des intensités a partir des lois de la perte a tous les horizons

Notons p(t,k) = Q(N(t)=k), 0 <t < T,k =0,1,...,n, les probabilités marginales du
nombre de défauts. La détermination de ces probabilités nécessite clairement plus d’information
que 'on peut en déduire & partir des prix des tranches liquides, spécialement pour les trés petites
ou les trés grandes pertes. Le calcul de ces quantités a partir des spreads de tranches de CDO
est étudié notamment par [Krekel et Partenheimer| (2006), Galiani et al.| (2006), van der Voort
(2006), Meyer-Dautrich et Wagner| (2007), Parcell et Wood| (2007)), Walker| (2007) et Torresetti
et al.| (2007).

Dans le cas d’un processus de naissance pur, les équations forward de Kolmogorov peuvent
T4 M
s’écrire :

dp(t,0) _ _ _
{ dp%itt,k) /\(tv O)p(t7 0)7 k 0, (324)
R _ \(t | — 1)p(t,k — 1) — Mt k)p(t, k), k=1,...,n.

Comme 'espace des états est discret, il n’y a pas de probléme de régularité et ces équations
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admettent une unique solution@ Ces derniéres équations permettent de calculer la dynamique
des intensités de la perte ¢ € [0,T] — A(¢, N(t)), puisque pour tout ¢ € [0,7] :

dp(t,
A(,0) =~ 242, k=0
1 dp(t,k) (3.25)
At k) = s [A(t,k Dtk —1) — RERT p g,
Remarquons que 'on peut également écrire :
k
d t
ANt ) = —— S 1 awisw k=0.....n.  (3.26)
U p(t k) dt  Q(N(t)=k) dt T '

Ainsi, sous I’hypothése d’absence de défauts simultanés, on peut parfaitement déterminer les
intensités de la perte & partir des lois marginales du nombre de défauts. On peut en particulier
déduire les intensités de défaut individuelles puisque a@ (t, N(t)) = );ft_i]]\\/,((?)) Cependant, malgré
sa simplicité apparente, la mise en ceuvre de cette derniére approche (la calibration des (¢, k) a
partir des probabilités de défaut p(¢,m)) peut entrainer des problémes aussi bien théoriques que

pratiques.

Les problémes théoriques que ’on peut rencontrer sont liés & 'hypothése d’absence de défauts
simultanés. On peut montrer que méme si les lois marginales du nombre de défauts vérifient
les conditions classiques d’absence d’opportunité d’arbitrage, les intensités déterminées par la
procédure forward décrite en [3.25ne permettent pas forcément de restituer les lois de probabilités
utilisées en input. Quel que soit le modéle choisi, les probabilités marginales du nombre de défauts
doivent vérifier les conditions suivantes :

0<p(t,m)<1, V(t,m)e[0,T] x{0,1,...,n—1}, (3.27)
Zn: p(t,m) =1, Vte€[0,T], (3.28)
m=0

et comme N(t) est un processus croissant, les relations suivantes doivent également étre satis-
faites :

Z p(t,m) < Z p(t',m), Yk e€{0,1,...,n—1}, Vt,t' € [0,T] tels que t < ¢ (3.29)
m=k m=k

Cela entraine que les intensités calculées par la relation sont nécessairement positives. De
plus, puisque pour tout ¢, Y " p(t,m) =1, on a:

d Z?TLTL:O p(tv m)
dt

=0, (3.30)

et donc A(t,n) = 0, i.e {N(t) = n} est un état absorbant. En d’autres termes, les contraintes
standards d’absence d’opportunité d’arbitrage sur les lois marginales de la perte garantissent
I’existence de pseudo-intensités avec les conditions requises. Cependant, ces pseudo-intensités ne
permettent pas dans tout les cas de reconstruire parfaitement les lois de perte initiales. En effet,

76. Voir Karlin et Taylor| (1975) pour plus de détails sur les équations de Kolmogorov dans le cas d’un processus
de naissance pur.
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I’hypothése d’absence de défauts simultanés entraine en particulier que % =0, pourt =20

et m > 1. En effet, pour un intervalle de temps dt petit, on a bien p(dt,m) =0 pour m > 1. En
conséquence, si cette derniére contrainte n’est pas compatible avec les données de marché, il ne
sera pas possible de reconstituer les p(t, k) & partir des pseudo-intensités calibrées.

D’un point de vue pratique, a cause du manque d’information que I'on peut tirer des cotations
de marché, le calcul des p(t, k) met habituellement en jeu des procédures arbitraires d’extrapola-
tion pour les faibles horizons. Pour cette raison, nous avons choisi de calibrer la chaine de Markov
de la perte agrégée sur un ensemble discret de spreads de tranches de CDO & un horizon fixé
correspondant & une date de maturité liquide.

3.3.2 Calibration des intensités dans le cas homogéne en temps

En pratique, les tranches de CDO les plus liquides sont cotées pour un ensemble discret de ma-
turitém. Nous avons choisi pour nos applications de calibrer les intensités & partir d’une unique
loi du nombre de défauts associée & une maturité liquide égale a T'. Soient p(T, k), k =0,1,...,n
les masses de probabilités du nombre de défauts & la date T'. La calibration des intensités étant
basée sur un ensemble de donnée de taille n + 1, nous supposons dans la suite que ces derniéres
sont homogénes en temps et ne dépendent que du nombre de défauts réalisés. En conséquence,
Les intensités de la perte seront notées A\, = (¢, k), 0 <t < T pour k =0,1,...,n.

Dans le cas d’intensités homogénes en temps, la solution du systéme d’équations différentielles
de Kolmogorov s’écrit :

{ p(T,0) = e MoT k=0,

3.31
p(T, k) = A1 fOT e‘Ak(T—S)p(s, kE—1)ds, k=1,...,n. ( )

Nous allons voir que ces derniéres équations peuvent étre utilisées de maniére itérative pour
calculer A\, ..., A\,_1, méme si nous connaissons seulement la loi du nombre de défaut pour une
seule maturité T. En effet, il est possible de déterminer avec plus de précision la forme de la
solution de ce dernier systéme d’équation.

Supposons dans un premier temps que les intensités Ag,...,Ap—1 sont connues, qu’elles sont
positives et distinctes. Soient p(t, k), 0 <t < T, k = 0,...,n — 1, les masses de probabilités
définies par :

k
p(t k) = Zakvie_)‘it, 0<t<T, k=0,....,n—1, (3.32)
i=0
ou les coefficients a4, 1 = 0,1,...,k, k =0,...,n — 1 vérifient le systéme récursif suivant :
apo = 1,
= %ak_u, i=0,1,....k—1, k=1,...,n—1, (3.33)
Qg = — S0

On peut vérifier facilement que les fonctions ¢ — p(t, k), k = 0,...,n — 1 décrites par (3.32)
constituent 1'unique solution du systéme d’équations différentielles (3.31)). Ainsi, connaissant
(Ak)k=1,...n, Dous avons déterminé explicitement la solution de ce systéme d’equations.

77. Par exemple pour I'i'Traxx, les maturités les plus liquides sont 3 ans, 5 ans et 10 ans.
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_ In(p(7,0))
T

De plus, comme Ay = , nous pouvons calculer récursivement A, ..., A,_1 en résolvant

I’équation non linéaire p(T, k) = Zf:o akyie_’\iT, ou de maniére équivalente :
k—1 .
1 — _(Ak_Al)T T k
3 apg e T ¢ PR (3.34)
P A — Ai k-1

A chaque étape k de I'itération, il est nécessaire d’apreés de recalculer les coefficients ay ; en
fonction des coefficients ay_1; et des intensités A;, ¢ = 0,...,k — 1 calculés a I'étape précédente.
De plus, on peut vérifier aisément que p(7), k) est une fonction décroissante de Ax qui prend la
valeur A\p_1 fOTp(s, k — 1)ds pour A\ = 0 et qui posséde une limite égale a 0 lorsque A tend vers
Pinfini. Autrement dit, 'equation admet une unique solution lorsque les conditions suivantes
sont satisfaites :

k—1 1— e_/\iT
P(Tk) < Mt [ D an—14 <A) ,k=1,...,n—1. (3.35)

1=0

Ainsi, en partant de la loi du nombre de défauts & une maturité donnée, on peut calculer explici-
tement les solutions des equations forward de Kolmogorov et en déduire les intensités (Ag)g=1,...n-
Cette derniére méthode de calibration a également été étudiée par Epple et al.| (2007).

3.3.3 Autres approches pour la calibration des intensités

Des approches alternatives basées sur des algorithmes de minimisation ont été proposées et
développées dans plusieurs articles.

Herbertsson| (2007b)) choisit des intensités homogeénes en temps et constantes par morceaux en
le nombre de défauts, les changements de valeur correspondant aux points de détachement stan-
dards des tranches de CDO sur indice. Les intensités sont calibrées sur les cotations de spreads a
une maturité unique au moyen d’un algorithme de minimisation des moindres carrés. |Arnsdorf et
Halperin| (2007) proposent une paramétrisation constante par morceaux des intensités en temps
(qu’ils appellent contagion factors). Lorsque, de plus, les intensités sont linéaires par morceaux
en le nombre de défauts, ils utilisent un solveur multi-dimentionnel pour déduire les intensités
a partir des prix de tranches observés. Remarquons que ces deux derniéres approches mettent
en jeu autant de paramétres a calibrer que de données disponibles. De maniére analogue, [Frey
et Backhaus| (2007b) et [Frey et Backhaus (2007a) introduisent une forme paramétrique pour
la fonction A(¢, k) décrite par I’équation qu’ils appellent convexr counterparty risk model et
calibrent les paramétres de cette fonction sur quelques prix de tranche. [Lopatin et Misirpashaev!
(2007) expriment l'intensité de la perte A(¢, k) comme une fonction polynomiale d’une variable
auxiliaire qui dépend du nombre de défauts.

Une autre méthode basée sur la minimisation d’une distance entropique est proposée par
Cont et Minca| (2008). Ils déterminent les intensités A(¢, k) de sorte que la loi du nombre de
défauts correspondante soit aussi proche que possible d’une loi simple ou d’un prior (par exemple
une loi de Poisson) sous contrainte de reproduire les primes de tranches de CDO observées sur
le marché. Ils montrent que les intensités solutions de ce probléme de minimisation vérifient
un systéme d’equations différentielles d’Hamilton-Jacobi dont la solution peut étre déterminée
analytiquement. Cependant, le probléme de cette approche réside dans le fait que les intensités
calibrées sont fortement tributaires du choix du prior. De plus, les intensités qu’ils obtiennent par
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cette méthode entropique ont une allure remarquablement différente de celles obtenues par les
calibrations effectuées dans ce chapitre mais aussi de celles décrites dans ’article de |Herbertsson
(2007b)).

3.4 Calcul des stratégies de couverture dans un arbre recombi-
nant

Dans cette section, nous montrons que la dynamique de la perte agrégée dans les modéles
de contagion markoviens homogénes peut étre transcrite sous forme d’un arbre recombinant,
ce qui facilite grandement la mise en ceuvre de ces modéles notamment du point de vue de la
couverture. Nous nous intéressons en particulier a la réplication de tranches de CDO standar-
disées avec l'indice CDS de méme maturité. Par simplicité, la mise & jour réguliére (tous les 6
mois) de la composition du portefeuille d’indice n’est pas prise en compte et nous considérerons
que la méme série d’indice est négociée jusqu’a maturité. Notons également qu’il est possible de
modifier la nature de I'instrument de couverture sans trop de difficulté dans notre approche, ce
qui correspond davantage aux pratiques de marché. Néanmoins, pour simplifier la présentation,
nous avons choisi de considérer le méme actif sous-jacent durant toute la période de couverture.

Nous détaillerons d’abord la construction de 'arbre & partir des intensités de la perte. Nous
verrons ensuite qu’il est possible de décrire les cash-flows des tranches de CDO, de l'indice et les
ratios de couverture associés dans les noeuds de l'arbre.

3.4.1 Construction de ’arbre

Rappelons que la perte unitaire a la date t s’écrit L(t) = (1 — R)w On considére une
tranche de CDO [a, b] sur un indice standardisé de point d’attachement a et de point de détache-
ment b tels que 0 < a < b < 1. Moyennant un ajustement mineur pour la jambe de prime (voir
paragraphe suivant), l'indice CDS peut étre assimilé a une tranche de CDO [0,100%)]. On note
O (N(t)) le montant nominal restant sur cette tranche lorsque N(t) défauts se sont produits.
O(N(t)) est égal ab—asi L(t) <a,ab— L(t)sia < L(t) <bet a0si L(t) >b.

Rappelons que pour un payoff de type Furopéen, le vecteur des prix vérifie
V(t,.)=e Q) (), (3.36)

pour 0 < ¢t < ¢ < T. Dans le cas ot les intensités de défaut ne dépendent pas du temps, la
matrice de transition est telle que Q (¢,t) = exp ((¢' — t)A) ou A désigne la matrice génératrice
associée au processus de comptage N(t).

En pratique, pour construire 'arbre, on a besoin de discrétiser l'intervalle de temps [0, 7.
On considére donc une grille tg =0,...,¢;,...,t,, = T. Pour simplifier, on suppose de plus que
le pas de temps est constant, A =t —tg =--- =t;—t;_1 = ---. L’approximation la plus naturelle
consiste a choisir Q (¢;, ti+1) ~ Id+Ax(t;41 — t;), ce qui entraine Q (N(¢;41) =k + 1|N(t;) = k) ~
MeA et Q(N(tiv1) =k|N(t;)) =k) ~ 1 — \gA. Le probléme est que pour des intensités A\ de
valeur élevée, les probabilités de transition peuvent étre négatives. Nous utiliserons donc plutét
les approximations suivantes :

{ Q(N(tis1) =k+1|N(t;
Q(N(tinr) = k [N(t;) =

e MA e

(3.37)

=k)~1
~ e ARA

)
k)~
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A T’aide de ces approximations, le processus du nombre de défauts peut étre représenté sous forme
d’un arbre binomial recombinant. Nous avons tracé en figure I’arbre des états du nombre de
défauts correspondant & un pas de temps égal & A = 1 pour les trois premiéres périodes.

Cette idée a également été développée par van der Voort|(2006). On peut clairement favoriser
des techniques de calculs relatives aux chaines de Markov en temps continu pour déterminer les
valeurs actuelles des tranches de CDO, de l'indice et les ratios de couverture. Par exemple, dans
le cas d’intensité homogéne en temps, des méthodes basées sur des exponentielles de matrice sont
détaillées par |Herbertsson et Rootz’en| (2006)), Herbertsson| (2007b) et Herbertsson| (2007al). Ces
derniéres approches se concentrent sur 1’évaluation et non la couverture des dérivés de crédit.
De plus, la description du modéle & I’aide d’un arbre est une maniére intuitive de présenter les
cash-flows, 'évaluation et la couverture d’un point de vue financier. Cela correspond au modéle
d’arbre binomial implicite de Derman et Kani (1994). La convergence de I’arbre discret vers sa
version continue est un probléme bien connu et ne sera pas détaillé ici.

N(3) =3

€ N1)=0Z— N@2)=05— N(3)=0

N(0)=0

FIGURE 3.2 — Arbre du nombre de défauts

3.4.2 Cash-flows d’une tranche de CDO dans I’arbre et credit deltas

Nous décrivons dans cette partie le calcul de la valeur actuelle d'une tranche de CDO, de
Iindice et la détermination des stratégies de réplication dans ’arbre du nombre de défauts. Pour
plus de détails concernant les cash-flows des tranches de CDO, de l'indice et leur valeur de
marché, le lecteur est renvoyé au chapitre |1| (section de cette thése.
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3.4. Calcul des stratégies de couverture dans un arbre recombinant

Cash-flows d’une tranche de CDO dans ’arbre

Notons d(i, k) la valeur actuelle a la date ¢; de la jambe de défaut de la tranche de CDO lorsque
le nombre courant de défaut est égal a k, i.e N(t;) = k. Par convention, nous considérons la
valeur de la jambe de défaut immeédiatement aprés t; de sorte qu’aucun paiement da & un défaut
en t; n’intervienne dans le calcul des d(i, k). Le paiement sur la jambe de défaut en ¢;41 est donc
égal & O (N (t;)) — O (N(ti+1)). d(i, k) s’exprime donc simplement en fonction de d(i + 1,k) et
d(i+ 1,k + 1) grace a la relation de récurrence (backward) suivante :

dlisk) = e (1= e 4) {dli+ 1,k + 1) + O(k) = Ok + D)} + ¢ ¥2d(i + 1,8) )]
(3.38)
Il s’agit simplement de ’espérance actualisée en t; des flux correspondants aux nceuds adjacents
en t;+1 sachant qu’un paiement a lieu dans 1’état N(¢;41) = k + 1 correspondant a l'arrivée du
(k + 1)°me défaut. Ce paiement additionnel est 'analogue d’un détachement de dividende dans
I'utilisation classique des arbres pour ’évaluation d’options sur action.

La valeur actuelle de la jambe de prime unitaire se traite de maniére similaire. Notons
Ti,...,Tp, les dates de paiement de primes contractuelles et supposons par simplicité que {171, ...,T,} C
{to,...,tn,}- Considérons un instant ¢;;1 entre deux dates de paiement de prime, i.e il existe un
entier [ tel que T} < t;11 < Tj41. Quel que soit ¢;41, il y a un paiement de coupon couru égal a
(O (N(ti)) — O (N(ti+1))) (tig1 — T7) correspondant a un ajustement de prime dii & la diminution
du nominal restant & I'arrivée d’un défaut. De plus, lorsque ;41 = Tj11, il y a un paiement de
prime contractuel égal & O (N (Tj4+1)) (T141 — T7) en ti+1. Ainsi, la prime totale en ¢;41 = Tj41
est égale & O (N(t)) (i1 — T)).

Notons (i, k) la valeur actuelle de la jambe de prime unitaire en ¢; dans I’état N (¢;) = k. Comme
pour la jambe de défaut, on g’intéresse par convention a la valeur de la jambe de prime juste
apres t; et on exclut donc les paiements de primes éventuels en ¢; du calcul de r(i, k). D’apreés ce
que l'on vient d’exposer, si t;11 € {T1,...,T,}, alors (i, k) est tel que :

r(i k) = e A (O(k) (Ti1 — T)) + (1 - e_)"“A) r(i+ 1,k + 1) + e 203 + 1, k)) . (3.39)
Dans le cas contraire, i.e t;41 ¢ {T1,...,Tp}, r(i, k) est tel que :

r(ick) = e (1= e™2) {r(i + 1k + 1)+ (O(k) = Ok + 1)) (ti1 = T)} + e M40 +1,k)

(3.40)
Le spread contractuel de la tranche de CDO est égal & s = fgg:gg. La valeur d’une position
d’achat de protection sur la tranche a la date ¢;, lorsque N(t;) = k est simplement égal a
Vepoli, k) = d(i, k) —sr(i, k). Rappelons que la tranche equity est traitée de maniére légérement
différente puisque son spread contractuel est fixé & s = 500bp. A cause du risque élevé supporté
par cette tranche, un paiement de prime upfront additionnel & lieu & la création du contrat et il
n’est donc pas nécessaire de le prendre en compte du point de vue de la couverture. Cependant,

la valeur d’une tranche equity de CDO en ¢; lorsque N (t;) = k est aussi égal & d(i, k) — sr(i, k).

78. Pour étre plus précis, cette relation est valable pour les indices ¢ =0,...,ns — 1, k =0,...,min(i,n — 1) et
en prenant d(ns,k) = 0 pour k=0,...,net d(i,n) =0pouri=mn,...,ns, — 1.

79. De méme, pour étre complet, les relations et sont valables pour les indices ¢ = 0,...,ns — 1,
k=0,...,min(¢,n — 1) et en prenant r(ns,k) =0 pour k =0,...,net r(i,n) =0 pour i =n,...,ns — 1.
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Chapitre 3. Couverture du risque de défaut dans les modéles de contagion markoviens

Cash-flows de I’indice dans ’arbre

On note ds(i, k) et rrs(i, k) les valeurs actuelles de la jambe de défaut et de la jambe de
prime de l'indice a la date t; lorsque N (¢;) = k. Ces quantités peuvent étre calculées en adaptant
légérement les equations de récurrence[3.38] [3.39| et [3.40] En effet, la jambe de défaut d’un indice
CDS correspond a celle d'une tranche de CDO [0,100%]. Ainsi dans la relation le montant
nominal restant pour k défauts est égal 4 O(k) = 1— @, ol R est le taux de recouvrement et n
la dimension du portefeuille. De plus, pour étre cohérent avec les conventions de marché, le calcul
de la jambe de prime de l'indice doit faire I'objet d’un léger réajustement. En fait, les paiements
de prime sur l'indice reposent seulement sur le nombre de noms survivants et ne prennent pas en
compte le taux de recouvrement. Fn conséquence, on peut également exploiter les relations de
récurrence et mais en considérant un nominale restant égal a O(k) =1 — % On définit
enfin le spread de U'indice s;5(i, k) a la date ¢; pour N(¢;) = k par sys(i, k) xrrs(i, k) = drs(i, k).
Rappelons qu’en pratique l'indice CDS est coté en spread bien que le spread contractuel déter-
miné & la création de la série reste fixé pour la durée du contrat. L’évolution des spreads d’indice
traduit I’évolution des valeurs de marché de ces produits. La valeur d’un achat de protection sur
I'indice au noeud (4, k) correspond exactement a la prime upfront payée par un acheteur de pro-
tection s’il rentre dans le contrat en (i, k) et est égale a Vig(i, k) = drs(i, k) —s15(0,0) x rrs(i, k).

Credit deltas dans ’arbre

Dans un arbre binomial, les stratégies de réplication (i, k) sont classiquement égales au ratio
entre la différence en valeur a la date t;11 de 'option dans I’état k+1 défaut et dans I’état k et la
différence correspondante pour 'indice sous-jacent. Notons qu’ici, la tranche de CDO et I'indice
CDS versent tous deux des dividendes. Par exemple, lorsque le nombre de défaut passe de k &
k+1,il y a un paiement de O(k) — O(k 4 1) sur la jambe de défaut de la tranche de CDO. De
méme, dans ce cas, un paiement de coupon couru a lieu également sur la jambe de prime de la
tranche et est égal & :

sl gqn,. ) (Ok) = Ok +1)) (tiyr = Th).- (3.41)

En effet, dans le cas ou t;11 € {T1,...,T},}, le paiement de prime est le méme en ¢;11 quel que
soit ’état £ ou k + 1 du nombre de défauts et n’apparait donc pas dans ’expression du ratio
de couverture. En conséquence, lorsqu’un défaut survient, le changement de valeur de la tranche
est la résultante d'un gain de capital de Vopo (i + 1,k + 1) — Vepo (i + 1, k) et d’un flux de
dividende égal & :

(O(k) —O(k+1)) (1 = sly,, ¢qm,..mp} (tiy1 — T1)) - (3.42)

Il en est de méme pour l'indice. Ainsi, le credit delta au nceud (4, k) de la tranche de CDO par
rapport a l'indice est donné par I'expression suivante :

Ok +1)) (1—s1, =T
50 k) = (k+1)) (1= sl ¢qmy,..mpy (v — l)).

Vepo (i—‘rl,k—i-l) —Vebpo (i—i—l k) (O(k)
Vis (i+ Lk +1) = Vis (i + 1,k) + 58 — Ls75(0,0) 1y, ¢qry,... 1y (tiv1 — T0)
(3.43)
On peut remarquer de plus que le credit delta décrit ci-dessus conduit & une réplication parfaite
des tranches de CDO dans 'arbre qui est réalisable dans la mesure ot ’approximation discréte

du marché est compléte.
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3.5. Stratégies de couverture pour un arbre calibré sur la copule gaussienne

3.5 Stratégies de couverture pour un arbre calibré sur la copule
gaussienne

Dans cette section, nous déterminons les stratégies de replication (credit delta) pour des
tranches standardisées de CDO par rapport & 'indice sous-jacent pour des intensités de la perte
calibrées sur un modéle & copule gaussienne & un facteur. Ce cas d’école nous permettra d’analyser
I'effet du choix du taux de recouvrement ainsi que 'impact de la dépendance sur les ratios de
couverture.

3.5.1 Calcul des stratégies de couverture

Dans les illustrations numeériques présentées ci-dessous, les intensités A de la perte sont
calibrées par la procédure décrite au paragraphe [3.3.2] & partir d’une loi du nombre de défauts a
un horizon unique. Nous avons choisi dans un premier temps de partir d’'une loi du nombre de
défauts générée par une copule gaussienne & un facteur de parameétre de corrélation p = 30%.
Pour plus de détails sur ce modéle, nous renvoyons le lecteur au paragraphe du chapitre [I]
Les spreads de crédit des CDS composants 'indice sont supposés étre égaux & s = 20 points de
base par anf?] le taux de recouvrement est égale 4 R = 40% et la maturité des contrats étudiés
est égale & T = 5 ans. On considére un portefeuille d’indice composé de n = 125 entités. La
figure représente la loi du nombre de défauts correspondante.

50%

45%
40%
35% -
30% -
25% -
20% -
15% -
10% -

5% -

0% -
01 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20

F1GURE 3.3 — Loi du nombre de défauts pour la copule gaussienne & un facteur de corrélation
p?=30% : p(5,k), k=0,...,20.

Les intensités de la perte ont été calibrées jusqu’a k = 49 défauts. Remarquons que sous
I’hypothése d’une copule gaussienne, les probabilités de défaut sont insignifiantes pour k£ >
50.[51-] Pour éviter certaines difficultés numériques, les intensités restantes pour k > 50 ont été
construites par interpolation Iinéaire@. En effet, la procédure de calibration des intensités sur
la copule gaussienne devient instable pour des grandes valeurs du nombre de défauts car les

80. Pour générer la loi du nombre de défauts & un horizon 7" avec la copule gaussienne, on effectue ’approxima-
tion classique qui consiste & supposer que les temps de défaut sont de loi marginales exponentielles de parameétre

égal & ——. La probabilité de défaut avant 7" est donc égale & F'(T) =Q (1 <T)=1—exp (—ﬁT).

I-R
81. En effet, on a Y, -0 p(5,k) ~ 3 x 107%, p(5,50) ~ 3.2 x 10~ et p(5,125) ~ 4 x 10~ ',
82. Nous avons pris soin de vérifier que le choix des intensités pour ces valeurs élevées du nombre de défauts
n’avait pas d’effet significatif sur le calcul des deltas.
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probabilités p(T, k), k > 50 sont extrémement faibles@ Nous verrons a la section que ce
probléme disparait lorsque ’on considére des lois de perte issues de données de marché puisque,
dans ce cas, ces derniéres admettent des queues plus épaisses.

25
20 4
15 4
10 4

. nnnﬂﬂﬂﬂww

0 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36 39 42 45 48

FIGURE 3.4 — Intensités de la perte Ag, K =0,...,49.

Comme on peut observer en figure les intensités de la perte évoluent presque linéairement en
fonction du nombre de défauts. Cette linéarité des intensités calibrées sur la copule gaussienne a
également été constatée par Lopatin et Misirpashaev| (2007). Ce résultat peut aussi étre rattaché
a l’analyse de Ding et al.| (2006]) qui s’intéressent & un modeéle dynamique ot les intensités de la
perte sont linéaires en fonction du nombre de défauts.

) Semaines
Nb Défauts 0 14 56 84
0 20 18 14 13
1 0 70 54 46
2 0 148 112 93
3 0 243 182 150
4 0 350 261 215
5 0 466 347 285
6 0 589 437 359
7 0 719 531 436
8 0 856 630 516
9 0 997 732 598
10 0 1142 839 683

TABLE 3.1 — Dynamique des spreads de l'indice syg(i, k) en points de base par an (bps).

La table représente la dynamique des spreads de Uindice syg(i, k) calculés dans les noeuds
de l'arbre en fonction de I’état du nombre de défauts. Le taux d’intérét sans risque est fixé a
r = 3% et le pas de la grille de discrétisation en temps correspond & une journée, i.e A = %. On
peut observer que l'arrivée de nouveaux défauts entraine des changements importants du spread

de l'indice. Par exemple, si un premier défaut survient aprés un trimestre (a 14 semaines), la

83. Ces problémes peuvent étre partiellement résolus en augmentant la précision associée & la représentation
numérique des données.
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valeur du spread d’indice effectue un saut de 18 bps a 70 bps. Un défaut additionnel a cette date
amene le spread de I'indice & 148 bps. Remarquons de plus que le spread de l'indice & l'origine
correspond bien au spread des CDS individuels composant cet indice, i.e 20 bps.

Qu’en est-il maintenant des ratios de couverture 0(i, k) des tranches de CDO par rapport a
I'indice ? Les tables [3.2] montrent ’evolution des credit deltas pour la tranche equity [0, 3%)]
et pour la tranche junior mezzanine [3,6%)] en fonction du nombre de défauts. Pour la tranche
equity, on peut constater que les deltas sont positifs et décroissants en fonction du nombre de
défauts. Cela n’est pas surprenant dans la mesure ot un achat de protection sur la tranche equity
peut étre assimilé & une position courte sur une option de vente de sous-jacent correspondant a
la perte agrégée et de prix d’exercice égal a 3% (et donc de payoff concave croissant en fonction
du nombre de défauts). Selon la théorie des options, cette position est nécessairement associée
a un delta positif, un gamma négatif et donc a des deltas décroissants. Lorsque le nombre de
défauts excéde 6, le nominal restant sur la tranche equity est nul, la tranche est complétement
consommeée et les deltas sont nuls.

3 Nominale Semaines

Nb Défauts g tant 0 14 56 84
0 3.00% 0.538 0.591 0.755 0.859
1 2.52% 0 0.238 0.381 0.508
2 2.04% 0 0.074 0.137 0.212
3 1.56% 0 0.026 0.044 0.070
4 1.08% 0 0.011 0.017 0.024
5 0.60% 0 0.005 0.007 0.009
6 0.12% 0 0.001 0.001 0.001
7 0.00% 0 0 0 0

TABLE 3.2 — Deltas de la tranche equity [0,3%] par rapport a l'indice.

3 Nominale Semaines

Nb Défauts g tant 0 14 56 84
0 3.00% 0.255 0.254 0.219 0.171
1 3.00% 0 0.280 0.349 0.357
2 3.00% 0 0.167 0.294 0.389
3 3.00% 0 0.068 0.158 0.265
4 3.00% 0 0.026 0.065 0.128
5 3.00% 0 0.014 0.027 0.053
6 3.00% 0 0.010 0.016 0.025
7 2.64% 0 0.008 0.011 0.015
8 2.16% 0 0.006 0.008 0.010
9 1.68% 0 0.004 0.005 0.007
10 1.20% 0 0.003 0.003 0.004
11 0.72% 0 0.002 0.002 0.002
12 0.24% 0 0.001 0.001 0.001
12 0.00% 0 0 0 0

TABLE 3.3 — Deltas de la tranche junior mezzanine [3,6%)] par rapport a l'indice.

123



Chapitre 3. Couverture du risque de défaut dans les modéles de contagion markoviens

A TDorigine, le credit delta associé a la tranche equity est de 54% alors qu’il est seulement égale
a 25% pour la tranche [3,6%)] qui est une option en dehors de la monnaie (voir table [3.3)). De
plus, la tranche [3,6%)] peut étre associée & une position de call spread sur la perte agrégée (de
payoff croissant convexe puis concave par rapport au nombre de défauts). En conséquence, les
deltas correspondants sont positifs, d’abord croissants (effet gamma positif) puis décroissants
(effet gamma négatif) jusqu’a devenir nuls lorsque la tranche est complétement consommeée.

Etant donné le taux de recouvrement de 40%, la valeur du nominal restant sur la tranche [3, 6%
est égale & 3% au 6°™¢ défaut et & 2.64% au 7°™€ défaut. On pourrait alors penser qu’au 6°™¢
défaut, la tranche [3,6%)] réagisse approximativement de la méme maniére que la tranche equity.
Cependant, comme on peut le voir dans la table & 14 semaines, le credit delta de la tranche
Junior mezzanine (& peine 1%) est nettement plus faible que celui de la tranche equity (59% pour
zero défaut). Cela s’explique simplement par le fait que le niveau des spreads a considérablement
augmenté entre I’état 0 défaut et 1'état 6 défauts (Voir Table , ce qui traduit une espérance
de perte nettement plus élevée sur la tranche junior mezzanine au moment ou la structure de
ses cash-flows est analogue a celle de la tranche equity. Cela est cohérent avec des deltas faibles
au vu de la structure de payoff de type call-spread de cette tranche.

3.5.2 Sensibilité des stratégies de couverture au taux de recouvrement

Les stratégies de couverture présentées précédemment ont été obtenues en supposant que le
taux de recouvrement était égal & 40%. Cependant, méme si cette hypothese est classiquement
employée en pratique pour la gestion des tranches de CDO, elle demeure cependant arbitraire.
Il est donc légitime d’examiner l'effet du choix du taux de recouvrement sur les stratégies de
couverture. Pour mener & bien cette analyse de robustesse, nous sommes partis d’une surface de
pertes espérées (loss surface) donnée ou de maniére équivalente d’une série de spreads de tranches

de CDO. La surface de pertes espérées est définie comme la fonction (t, l%) € [0,7] x [0,1] —
L (t, l~c> telle que :

L (t, l%) o [mm ( )} Z min ( a-F 1%) p(t,m). (3.44)

Il est possible de calculer les masses de probabilité du nombre de défauts p(t, k) associées & une

surface de pertes espérées donnée. En effet, pour une date ¢ fixée, les EL (t, k%), k=0,...,n
forment un systéme linéaire en p(t, k), k =0,...,n qui s’inverse facilement :
p(t,n) = 5 {EL (t,1-R) — EL( =1 (1-R))}, k =n,
p(t,k) = — 25 {EL (& (k )> 2L (6, k) 4 B (4 (k+ D), k=1,
p(,O)—l—Zl 1 D(t, k), k=0.
(3.45)

Nous allons déterminer les stratégies de couverture pour plusieurs valeurs du taux de recouvre-
ment associées a la méme surface de pertes espérées. Plus précisément, on suppose que pour
une valeur différente du taux de recouvrement, R* # R, I’égalité suivante est vérifiée pour tout
kelo,1]:

EL* (T, ]%) = > _,min mw,l;:> p* (t,m)

- - 3.46
= > o _,min m=8 i p(t,m) = EL (T,k:). (3.46)
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Ainsi, en partant d’une surface de perte EL (T, l;:) fixée, on peut déterminer pour un taux de

recouvrement R*, la loi du nombre de défauts p*(¢, k), k = 0,...,n al’aide du systéme d’équation
[3.45] et recalibrer les intensités X, ..., A a partir de cette loi.

Taux de recouvrement R*
10% 20% 30% 40% 50%
[0-3%] 0.554 0.547 0.542 0.538 0.528
[3-6%] 0.251 0.254 0.254 0.255 0.257
[6-9%] 0.129 0.130 0.130 0.131 0.131

Tranches

TABLE 3.4 — Deltas & lorigine pour différentes valeurs du taux de recouvrement.

La table rassemble les credit deltas a 'origine, pour les trois premiéres tranches et pour diffé-
rentes valeurs du taux de recouvrement. Dans cet exemple, la surface de pertes espérées que 'on
a utilisé a été générée a partir de la loi du nombre de défaut (p(7T, k), k = 0,...,n) représentée en
figure (copule gaussienne de paramétre de corrélation p? = 30%) et un taux de recouvrement
égale & 40%. Les deltas ont été obtenus en appliquant la procédure décrite ci-dessus. On remarque
d’une part que les deltas pour un taux de recouvrement R = 40% sont bien égaux aux deltas
initiaux des Tables[3.2) et [3.3| (pour les tranches [0-3%] et [3-6%)]), ce qui est cohérent avec le choix
de la surface de pertes espérées placée en input. D’autre part, on peut observer que les stratégies
de couverture sont trés faiblement affectées par I’hypothése sur le taux de recouvrement.

; Nominale Semaines

Nb Défauts g o tant 0 14 56 84
0 3.00% 0.542 0.592 0.748 0.847
1 2.44% 0 0.230 0.361 0.478
2 1.88% 0 0.067 0.121 0.183
3 1.32% 0 0.021 0.036 0.054
4 0.76% 0 0.008 0.012 0.016
5 0.20% 0 0.002 0.002 0.003
6 0.00% 0 0 0 0

TABLE 3.5 — Deltas de la tranche equity [0,3%], 6*(i, k) par rapport a 'indice pour un taux de
recouvrement de R* = 30%.

La table montre la dynamique des deltas pour la tranche equity lorsque le taux de recou-
vrement est égal & R* = 30%. En comparant avec la table (taux de recouvrement égal a
40%), on peut remarquer que les deltas sont trés proches avant l’arrivée du premier défaut puis
s’éloignent progressivement a mesure que le nombre de défauts augmente. Cela peut s’expliquer
par le fait que le schéma d’amortisement (ou le rythme de consommation de la tranche) n’est
plus le méme suivant 'hypothése que l'on choisit pour le taux de recouvrement.

3.5.3 Sensibilité des stratégies de couverture au paramétre de corrélation

Nous analysons dans ce paragraphe 'effet du niveau de dépendance sur les stratégies de
couverture. Rappelons que les intensités de la perte ont été calibrées jusqu’a maintenant sur
une loi du nombre de défauts générée par une copule gaussienne de paramétre de corrélation
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p? = 30%. On a vu au chapitre [2| que le niveau de dépendance avait un impact significatif
sur la loi de la perte et les primes de tranche de CDO. Par exemple, lorsque 'on diminue le
paramétre de dépendance, cela entraine un amincissement de la queue de distribution de la perte
pour les valeurs élevées du support et on peut s’attendre & une diminution de la contagion. Par
simplicité, nous concentrons ici notre analyse sur la tranche equity en affaiblissant le paramétre
de corrélation de 30% a 10%.

, Nominale Semaines

Nb Défauts - p o tant 0 14 56 84
0 3.00% 0.931 0.960 1.009 1.058
1 2.52% 0 0694 0785 0.910
2 2.04% 0 0394 0485 0.645
3 1.56% 0 0179 0.233 0.352
4 1.08% 0 0072 0.092 0.145
5 0.60% 0 0.027 0.032 0.046
6 0.12% 0 0.004 0.005 0.007
7 0.00% 0 0 0 0

TABLE 3.6 — Deltas de la tranche equity [0,3%)] par rapport & lindice, p? = 10%.

La table représente les deltas pour la tranche equity dans le cas d’un paramétre de corrélation
de p? = 10%. On constate en comparant ces derniers résultats avec la table (p? = 30%) que
les deltas sont beaucoup plus élevés dans le premier cas. Par exemple, aprés 14 semaines et avant
Parrivée du premier défaut, le credit delta est égal & 59% pour une corrélation de 30% et il est
égale & 96% pour une corrélation de 10%. On peut remarquer de plus que certains deltas sont
supérieurs a 1. L’explication de ce phénoméne sera donnée & la section suivante.
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FicURE 3.5 — Valeur de marché de la jambe de défaut de la tranche equity pour plusieurs
parameétres de corrélation. Nombre de défauts sur l'axe des abscisses.
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3.5. Stratégies de couverture pour un arbre calibré sur la copule gaussienne

Pour mieux comprendre 'effet de la dépendance sur les stratégies de couverture, nous avons
calculé la valeur de marché a 14 semaines associée & la jambe de défaut d’une tranche equity
pour différentes valeurs du paramétre de corrélation (voir figure . La valeur de marché de la
jambe de défaut est définie comme la somme de 'espérance des cash-flows futurs actualisés sur
la tranche aprés la 14°™€ semaine et des paiements de défaut accumulés depuis l’origineFﬂ Nous
avons également représenté la perte cumulée qui correspond a la valeur intrinséque de la jambe
de défaut de la tranche equity. On peut reconnaitre la forme typique, croissante concave, d’un
payoff associé & une position courte sur une option de vente.

Comme on peut le voir en figure [3.5] avant le premier défaut, la valeur de la jambe de défaut
de la tranche equity diminue lorsque le parameétre de corrélation augmente de 0% a 40%, ce qui
est cohérent avec les résultats de comparaison développés au paragraphe du chapitre [
Cependant, aprés I'arrivée du premier défaut, les valeurs sont inversées. En effet, puisque le phé-
noméne de contagion est amplifié lorsque la dépendance augmente, les sauts de spread a 'arrivée
du premier défaut sont donc plus élevés, ce qui entraine une augmentation plus importante des
espérances de cash-flows futurs actualisés pour la jambe de prime de la tranche equity. Plus le
niveau de corrélation est fort, plus le changement de valeur de la jambe de défaut est important
a larrivée du premier défaut/f?]

En fait, la variation du paramétre de corrélation peut étre associée a deux phénomeénes qui
ont des conséquences opposées.

— Le premier repose sur un effet vanna négatif@ En effet, augmenter la corrélation revient
a diminuer la “volatilité” de la perte et entraine des espérances de pertes plus faibles sur la
tranche equity. Selon la théorie des options, le vanna d’une position courte sur une option
de vente est négatif. Donc, d’aprés ce que l'on vient d’établir, une augmentation de la
corrélation devrait donc entrainer une augmentation des deltas.

— Cependant, ce dernier phénomeéne est compensé et dominé par ’effet de la contagion et son
impact sur les spreads en cas d’arrivée d'un défaut. En effet, une augmentation du para-
meétre de dépendance ne modifie par seulement la forme de la distribution de la perte mais
amplifie également le phénoméne dynamique de la contagion dans notre approche. Plus de
contagion entraine des sauts plus importants des spreads d’indice et donc un changement
plus prononcé des valeurs de marché de l'indice & 'arrivée d’'un défaut. Rappelons qu’un
credit delta est le ratio entre le changement de valeur d’une tranche et le changement de
valeur de 'indice a l’arrivée d'un défaut. Etant donné le payoff concave de la tranche equity,
il en résulte une diminution des deltas lorsque le paramétre de dépendance augmente.

84. L’effet de ’actualisation est négligé sur cette courte période.

85. Cela n’est pas incompatible avec les résultats de la tablemontrant une décroissance des deltas en fonction
du parameétre de corrélation. En effet, un credit delta est le ratio entre le changement de valeur d’une tranche et le
changement de valeur de 'indice. A l'arrivée d’un défaut, le changement de valeur de l'indice est également plus
important lorsque la contagion est amplifiée.

86. Rappelons que le vanna dans la théorie des options est la sensibilité du delta par rapport & une augmentation
unitaire de la volatilité.
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Chapitre 3. Couverture du risque de défaut dans les modéles de contagion markoviens

3.6 Stratégies de couverture pour un arbre calibré sur des don-
nées de marché

Dans cette section, les intensités de la perte sont calibrées & partir d'une loi du nombre de
défauts compatible avec des données de marché. Les stratégies de couverture obtenues sont alors
comparées avec les deltas calculés par les pratiques standards de marché. Bien que ces approches
soient structurellement dissemblables — 1'une fournit un moyen de répliquer dynamiquement le
risque de défaut, 'autre vise & se couvrir localement contre le risque de spread — nous verrons que
les deltas calculés par ces deux méthodes sont remarquablement similaires. Nous comparerons
également nos résultats avec ceux obtenus récemment par |Arnsdort et Halperin| (2007) dans le
cadre d’un modéle de contagion markovien incluant un risque de spread spécifique et par [Eckner
(2007) dans le cadre d’'un modeéle & intensité affine multivarié.

3.6.1 Calcul des stratégies de couverture

Jusqu’a maintenant, les intensités de la perte étaient calibrées sur une copule gaussienne
avec un parameétre de corrélation fixé. Dans les illustrations numériques de ce paragraphe, la
distribution du nombre de défauts est générée & partir d'une structure de base correlation sur
PiTraxx Europe caractéristique de Juin 2007 (Voir table . La maturité des contrats reste égale
a T = b ans, le taux de recouvrement est de 40% et le spread contractuel des CDS individuels est
de 20 bps. Le taux d’intérét sans risque est maintenant égal a 4% (ce qui correspond typiquement
au taux court a cette période).

Base Tranches [0-3%] [0-6%] [0-9%] [0-12%] [0-22%)]
Base Correlations 18% 28% 36% 42% 58%

TABLE 3.7 — Structure de base correlation (iTraxx Juin 2007)
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F1GURE 3.6 — Loi du nombre de défauts déterminée & partir de la structure de base correlation
décrite par le tableau Nombre de défauts sur ’axe des abscisses.

Au lieu d’utiliser des fonctions splines pour extrapoler la structure compléte des corrélations
implicites, la loi de la perte & 5 ans associée & ces données de marché représentée en figure [3.6] a
été construite par une méthode paramétrique. Cette procédure fournit des masses de probabilité

128



3.6. Stratégies de couverture pour un arbre calibré sur des données de marché

du nombre de défauts réguliéres et sans opportunité d’arbitrage, ce qui facilite la calibration des
intensités de la pertef7]

On peut remarquer que cette loi est relativement différente de celle correspondante & la copule
gaussienne de paramétre de corrélation fixé égale a p?> = 30% (Voir figure en particulier
pour les valeurs extrémes du support. En effet, la probabilité qu’il n’y ait pas de défaut di-
minue de 48.7% & 19.5% alors que la probabilité d’avoir un seul défaut augmente de 18.2% a
36.5%. Notons que ces chiffres ont seulement un caractére illustratif puisque le marché ne four-
nit pas suffisamment d’information concernant les premiéres pertes. Il est bien connu que la
forme de la loi de la perte pour les faibles valeurs de son support est une question controversée.
Pour les grandes valeurs du support, on a Y -5 p(5, k) ~ 1.4 x 1073, p(5,50) ~ 3.3 x 1076 et
p(5,125) ~ 1.38 x 1073. La queue de distribution est donc plus épaisse comparée au cas de la
copule gaussienne. Le risque Armageddon associé au défaut du portefeuille dans sa globalité est
également plutot élevé. Une fois encore, ces chiffres, qui correspondent & des primes de tranches
senior et super-senior non négligeables, doivent étre considérés avec précaution puisqu’ils re-
fletent des hypothéses relativement arbitraires sur les probabilités du nombre de défauts dans les
extrémes.
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Fi1GURE 3.7 — Comparaison des intensités de la perte A\g, k =0, ...,40 dans le cas d'une calibra-
tion sur des données de marché (& partir de la loi de la perte représentée en figure et dans le
cas d'une calibration sur la copule gaussienne (& partir de la loi de la perte représentée en figure
. Nombre de défauts sur I'axe des abscisses.

La figure compare les 39 premiéres intensités du nombre de défauts calibrées sur des données
de marché et celles obtenues & partir de la copule gaussienne. Contrairement au cas de la copule
gaussienne, nous avons pu calculer ici Uintégralité des intensités de la perte (125 intensités) avec
la procédure de calibration décrite au paragraphe [3.3.2] Comme on peut le voir, les intensités de
la perte augmentent beaucoup plus rapidement par rapport au nombre de défauts que dans le
cas gaussien. Comme on pouvait s’y attendre, une structure de base correlation fortement crois-
sante refleéte une distribution de perte & queue épaisse et a tendance a amplifier le phénoméne de
contagion.

87. Nous avons également essayé de déterminer la loi du nombre de défauts par une méthode de minimisation
entropique. Bien qu'’il soit toujours possible de calibrer les intensités, leur allure en fonction du nombre de défauts
n’était plus monotone et devenait trés irréguliére suivant les prix de tranche considérés en input.
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Chapitre 3. Couverture du risque de défaut dans les modéles de contagion markoviens

. Semaines

Nb Défauts 0 14 6 84
0 20 19 17 16
1 0 31 23 20
2 0 95 57 43
3 0 269 150 98
4 0 592 361 228
5 0 1022 723 490
6 0 1466 1193 905
7 0 1870 1680 1420
8 0 2243 2126 2423
9 0 2623 2534 2423
10 0 3035 2939 2859

TABLE 3.8 — Dynamique des spreads de 'indice syg(7, k) en points de base par an (bps).

La table représente la dynamique des spreads d’indice syg(i, k) dans les noeuds de l’arbre ou
1

le pas de temps est journalier, i.e A = z&=. On peut constater d’aprés la figure que, jusqu’au
12°™€ défaut, les intensités de la perte calibrées sur les données de marché sont plus faibles que
dans le cas de la copule gaussienne. L’effet de la contagion est plus important dans le cas de
la copule gaussienne de paramétre p? = 30% pour les petites valeurs du nombre de défauts. La
situation s’inverse & partir de 12 défauts. Il n’est donc pas surprenant qu’a 14 semaines 'arbre
calibré sur les données de marché reflete des spreads plus faibles pour les deux premiers défauts
et des spreads plus éleves ensuite (voir table et table . Cela est également cohérent avec la
figure 011 les espérances de perte conditionnelles dans les deux cas “se croisent” au 3°™¢ défaut.
Cependant, une fois encore, ces résultats sont a examiner avec prudence, puisqu’ils reposent sur
les probabilités d’occurrence de 0, 1 et 2 défauts qui ne sont pas directement observables a partir
des cotations de marché. Apres le second défaut, les spreads d’indice deviennent définitivement

plus grands dans le cas de la calibration sur les données de marché.
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FiGURE 3.8 — Espérance de la perte agrégée a 5 ans conditionnellement au nombre de défauts
réalisés aprés 14 semaines. Nombre de défauts sur ’axe des abscisses.
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3.6. Stratégies de couverture pour un arbre calibré sur des données de marché

La figure permet d’éclairer la, dynamique des spreads d’indice. Cette derniére représente
Pespérance conditionnelle E [L(T)|N(t)] de la perte du portefeuille pour un horizon 7' = 5, a
t = 14 semaines en fonction du nombre de défauts dans les deux cas présentés précédemment.
L’espérance conditionnelle de la perte est exprimée en pourcentage. La perte maximale est donc
égale 4 60% lorsque le taux de recouvrement est fixé & 40%. Nous avons également tracé la perte
cumulée réalisée sur le portefeuille. L’espérance conditionnelle de la perte agrégée est supérieure a
la perte agrégée réalisée puisque Ueffet de la contagion est positif. On peut observer des différences
importantes entre les deux approches. Dans le cas de la copule gaussienne, la perte espérée est
grossiérement linéaire en fonction du nombre de défauts au moins jusqu’au 15°™¢ défaut. Dans
le cas de données de marché, 'allure de la courbe est fortement non-linéaire, ce qui traduit un
phénomene de contagion plus prononcé dans ce cas aprés quelques défauts, phénomeéne que 'on
peut également remarquer & partir de la figure ou de la table Ce comportement explosif
a également été reporté par Herbertsson (2007a)) (tables 3 et 4) et par |Cont et Minca (2008)
(figures 1 et 3). Lopatin et Misirpashaev| (2007)) observent également que les cotations de marché
reflétent un effet de contagion amplifié comparé au cas de la copule gaussienne.

) Nominale Semaines

Nb Défauts o tant 0 14 56 84
0 3.00% 0.645 0.731 0953 1.038
1 2.52% 0 0.329 0584 0.777
2 2.04% 0 0091 0.197 0.351
3 1.56% 0 0.023 0.045 0.090
4 1.08% 0 0.008 0.011 0.018
5 0.60% 0 0.004 0.003 0.004
6 0.12% 0 0.001 0.001 0.001
7 0.00% 0 0 0 0

TABLE 3.9 — Deltas de la tranche equity [0,3%] par rapport a I'indice.

La table représente la dynamique des ratios de couverture associée a la tranche equity. On
peut observer que les deltas convergent rapidement vers 0 & mesure que la tranche est consommeée.
Cela n’est pas surprenant étant donnée I"“explosion” des spreads d’indice aprés quelques défauts
et en reprenant le raisonnement effectué au paragraphe consacré a 'analyse de l'effet de la
dépendance sur les deltas.

De plus, on peut également observer que dans I’état 0 défaut, le credit delta pour la tranche
equity peut étre légérement supérieur a 1 (& 84 semaines, on a un credit delta égal & 1.038). Pour
expliquer ce phénoméne, il est intéressant de remarquer que le ratio de couverture 0(i, k) peut
étre décomposé en un delta associé a la jambe de défaut 64(7, k) et un delta associé a la jambe
de prime 6, (7, k) de la maniére suivante :

5(i, k) = 84(i, k) — s6,(i, k), (3.47)

ou

d(i+1,k+1)—d(i+1,k)+O(k) — O(k + 1)
Vis (i+ 1,k +1) = Vs (i + 1, k) + 58 — Ls75(0,0)14, ¢y 1y (i1 — Th)

n

Sali, k) = (3.48)
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et
P+ Lk+1) =7 i+ 1k) + (0k) = O+ 1) L, gqr,...1,3 (i1 — T)

5r(i7 k) = Vie (i : 1-R 1 ] :
18 (Z +1,k+ 1) —Vis (Z + 1, k’) + = - 5815(07O)1t¢+1¢{T1,.A.,Tp} (tz—i-l — Tl)
(3.49)
3 Nominale Semaines
Nb Défauts g tant 0 14 56 84
0 3.00% 0.541 0.617 0.823 0.910
1 2.52% 0 0.279 0.510 0.690
2 2.04% 0 0.072 0.166 0.304
3 1.56% 0 0.016 0.034 0.072
4 1.08% 0 0.004 0.006 0.012
5 0.60% 0 0.002 0.002 0.002
6 0.12% 0 0.001 0.000 0.000
7 0.00% 0 0 0 0

TABLE 3.10 — Deltas de la jambe de défaut de la tranche equity [0,3%] par rapport a 'indice :
0q(i, k).

. Nominale Semaines

Nb Défauts - p o tant 0 14 56 84
0 3.00%  -0.104 -0.113 -0.130 -0.128
1 2.52% 0 -0.050 -0.074 -0.087
2 2.04% 0 -0.018 -0.031 -0.047
3 1.56% 0 -0.007 -0.011 -0.018
4 1.08% 0 -0.004 -0.004 -0.006
5 0.60% 0 -0.002 -0.002 -0.002
6 0.12% 0 -0.001 0.000 0.000
7 0.00% 0 0 0 0

TABLE 3.11 — Deltas de la jambe de prime de la tranche equity [0,3%)] par rapport a l'indice :
s6, (1, k).

Les tables et décrivent l'évolution des deltas correspondants respectivement a la
jambe de défaut et & la jambe de prime de la tranche equity. On peut remarquer d’une part que
les deltas jambe de défaut sont bien compris entre 0 et 1 (Voir Table et d’autre part que
les deltas jambe de prime ont un impact négatif non négligeable sur les deltas totaux décrits
par la relation [3.47 Cela permet d’expliquer le phénomeéne de deltas potentiellement supérieurs
a 1 rencontré dans les tables et Ce dernier effet s’atténue a mesure que la tranche est
consommeée puisque la prime versée s’appuie sur le nominal restant espéré. Remarquons qu’une
augmentation de la contagion va également dans le sens de ce dernier résultat puisqu’elle a ten-
dance & diminuer le nominal restant espéré sur la tranche. Ce phénoméne n’est pas observable
pour les tranches plus senior pour lesquelles les deltas jambe de prime sont beaucoup plus faibles.

On peut noter également que les deltas default leg de la tranche equity augmentent & mesure

que 'on se rapproche de la maturité. En fait, on peut vérifier qu’ils convergent vers 1 dans le
cas ol la tranche n’a pas été entiérement consommeée, i.e jusqu’au 6°¢ défaut. En effet, 'arrivée
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d’un défaut juste avant la maturité affecte de la méme maniére la valeur de la jambe de défaut
de la tranche et celle de l'indice puisque la valeur temps de l'option est nulle & ce moment. Le
ratio de couverture doit donc étre proche de 1 dans ce cas.

3.6.2 Comparaison entre deltas dans le modéle de contagion et deltas de
marché

Ce paragraphe a pour but de comparer pour les tranches standards d’indice, les ratios de
couverture a 'origine calculés avec notre approche et ceux obtenus par une méthode communé-
ment employée dans les salles de marché.

Les deltas utilisés par les intervenants de marché sont calculés en augmentant unilatéralement
la courbe des spreads d’indice de 1 point de base et en recalculant la valeur de marché pour la
tranche et la valeur de marché pour l'indice, le modele d’évaluation étant la copule gaussienne &
un facteur couplé & une structure de base correlation. Lorsque I’on augmente la courbe des spreads
d’indice, la moneyness de la tranche varie mais la pratique de marché consiste a conserver la
méme courbe de base correlation pour réévaluer les tranches de CDO. Les deltas associés a cette
régle de calcul sont appelés sticky-strike deltas. Enfin, le delta de marché est défini comme le
ratio entre le changement de valeur de la tranche et le changement de valeur de l'indice divisé
par le nominal de la tranche. Par exemple, un delta sur la tranche equity [0,3%)] précédemment
égale a 1 est maintenant égal a 33.33 (1/0.03).

Tranches [0-3%] [3-6%] [3-9%] [9-12%] [12-22%)]
deltas de marché 27 4.5 1.25 0.6 0.25
deltas contagion 21.5 4.63 1.63 0.9 0.6

TABLE 3.12 — Comparaison entre deltas de marché et deltas calculés dans le modéle de contagion
markovien a l’origine.

La table compare les deltas de marché et les deltas dans le modéle de contagion pour la
méme structure de base correlation décrite a la table [3.71 On peut d’abord remarquer que les
deltas de marché et les deltas dans ’arbre sont relativement proches, ce qui est surprenant étant
données les différences structurels qui séparent ces deux approches. D’autre part, on constate
que le delta de ’arbre est plus petit pour la tranche equity et plus grand pour les autres tranches
comparé au delta de marché. Ces écarts peuvent étre justifiés grace a la dynamique de la dépen-
dance induite par le modéle de contagion markovien.

La figure montre 1’évolution de la structure de base correlation a 14 semaines lorsque le
nombre de défauts augmente de 0 a 2. On peut constater que 'arrivée d'un nouveau défaut
est associée a un saut paralléle des corrélations implicites. Ce renforcement de la dépendance a
tendance a faire diminuer la valeur de marché de la tranche equity (voir résultats du chapitre
et contrebalance ainsi ’augmentation des spreads et des pertes espérées sur la tranche a l'arrivée
d’un défaut. Il en résulte des ratios de couverture plus faibles comparés & la méthode de marché.
De plus, on peut remarquer que les deltas dans l'arbre sont analogues aux sticky implied tree
deltas décrits par [Derman| (1999) pour un modeéle de volatilité local. Derman| (1999) montre en
particulier que ces deltas sont plus performants dans un contexte de crise.
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F1GURE 3.9 — Dynamique de la courbe des base correlation en fonction du nombre de défauts.
Corrélation implicite sur ’axe des ordonnées, Nombre de défauts sur I’axe des abscisses.
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FIGURE 3.10 — Spreads de l'indice iTraxx (série 7) de maturité 5 ans en points de base par an
(axe de gauche). Corrélation implicite de la tranche equity sur 'axe de droite.

La figure[3.10|met en évidence une dépendance forte entre corrélation implicite et spreads d’indice
pendant la crise de I’été 2007. On constate en effet que, sur cette derniére période, la corrélation
implicite augmente lorsque les spreads (et donc les pertes espérées) augmentent et inversement.
En fait, le coefficient de corrélation linéaire entre ces deux séries de données est égal & 91%. Cela
favorise clairement le calcul des deltas dans le modeéle de contagion en période de crise et suggére
une défaillance de la régle sticky strike utilisée sur les marché et basée sur le modéle statique de
la copule gaussienne.
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3.6.3 Comparaison entre deltas dans le modéle de contagion et deltas dans
d’autres approches dynamiques

Dans ce paragraphe, nous comparons les deltas obtenus dans notre approche avec ceux cal-
culés récemment dans d’autres modéles dynamiques.

Tranches [0-3%] [3-6%] [3-9%] [9-12%] [12-22%)]
deltas de marché 26.5 4.5 1.25 0.65 0.25
deltas modéle BSLP 21.9 4.81 1.64 0.79 0.38

TABLE 3.13 — Comparaison entre deltas de marché et deltas calculés par [Arnsdorf et Halperin
(2007).

Arnsdorf et Halperin| (2007) ont étudié un modeéle de contagion markovien incluant un risque
de spread spécifique (modeéle BSLP : Bivariate Spread-Loss Portfolio model). Leur modele est
basé sur une chaine de Markov a 2 dimensions, une dimension pour le nombre de défauts et une
dimension pour le risque de spread. La table issue de la figure 7 de |[Arnsdorf et Halperin
(2007), représente les deltas obtenus dans cette derniére approche et les deltas de marché a la
méme date. Notons que leurs conditions de marché sont légérement différentes des notres puisque
leur étude a été menée en Mars 2007@ On peut tout de méme remarquer que les deltas de mar-
ché dans les tables et sont trés proches, ce qui n’est pas si étonnant étant donné que
ces derniers reposent exactement sur la méme méthode de calcul. Cependant, il est frappant de
constater que nos deltas (deuxiéme ligne de la table et ceux de Arnsdorf et Halperin| (2007)
(deuxiéme ligne de la table sont également trés proches bien qu’ils aient une signification
différente. En effet, les deltas dans notre approche correspondent a des stratégies de réplication
dynamiques du risque de défaut alors que dans l'approche de |Arnsdorf et Halperin| (2007), il
sont construits & partir de sensibilités au spread d’indice (couverture locale du risque de spread).
Meéme si cela ne constitue pas une preuve formelle, on peut tout de méme déduire de la figure
que le gamma systématique est faible pour 0,1,2 défauts : I’évolution des deltas, que 1'on
peut assimiler a ’évolution de la pente des courbes représentées, est globalement faible. Ainsi,
comme un saut sur les spreads entraine un saut sur la valeur de 'indice et qu'une augmentation
unitaire du nombre de défauts induit un saut sur l'indice un peu plus élevé, la similarité entre
les deltas calculés par ces deux méthodes n’est pas si surprenante dans le cas d’un risque gamma
faible. Remarquons de plus que les deltas de |Arnsdorf et Halperin (2007) sont (comme dans
notre approche) plus faibles pour la tranche equity et plus élevés pour les autres tranches, en
comparaison avec les deltas de marché.

Nous proposons également de comparer nos deltas avec ceux obtenus par [Eckner (2007)) dans
le cadre d’un modele & intensité affine (modele AJD), dérivé du modele classique de Dufhie et
Garleanu| (2001) et présenté au paragraphe du chapitre [1| Rappelons que dans cette der-
niére approche la dépendance entre les défauts résulte de la dépendance entre les spreads des
CDS individuels et qu’il n’y a pas d’effet de contagion & I'arrivée d’un défaut. La calibration
des paramétres du modéle a été effectuée sur les spreads de tranches sur I'indice CDX NA 1G5
en Décembre 2005. Les deltas dEckner| (2007) représentés a la table (deltas modeéle AJD)
sont calculés a partir de sensibilités des prix de tranches de CDO et de l'indice & une augmenta-
tion uniforme et relative des intensités individuelles de défaut. Les deltas du modéle contagion
ont été obtenus & partir d’une calibration des intensités de la perte sur les mémes données de

88. La maturité est donc légérement inférieure & 5 ans.
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Chapitre 3. Couverture du risque de défaut dans les modéles de contagion markoviens

marché. Méme si les approches sont clairement différentes, il est frappant de constater que les
résultats sont relativement similaires. On remarque également que le delta de la tranche equity
est plus élevé comparé aux autres approches. Ce constat a également été émis par [Feldhiitter
(2008) qui a étudié les performances de la couverture dans un modeéle & intensité affine sur la
période Mars-Septembre 2006 pour l'indice CDX NA IGGFﬂ Il montre en particulier que les
ratios de couverture de la tranche equity sont plus élevés par rapport a ceux obtenus par la regle
sticky-strike. Notons que ces deux derniéres analyses empiriques ont été menées avant la crise de
I’été 2007.

Tranches [0-3%] [3-7T%] [7-10%] [10-15%] [15-30%)]
deltas de marché 18.5 5.5 1.5 0.8 0.4
deltas modéle AJD 21.7 6.0 1.1 0.4 0.1
deltas modéle contagion 17.9 6.3 2.5 1.3 0.8

TABLE 3.14 — Comparaison entre deltas de marché, deltas calculés par Eckner| (2007) dans un
modeéle a intensité AJD et deltas calculés dans le modéle de contagion markovien.

D’autres résultats de comparaison empirique sur la couverture des tranches de CDO avec I'indice
sont & venir dans l'article de |Cont et Kan| (2008)).

89. 5-year CDX NA IG Series 6.
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Conclusion

La premiére partie de cette thése a été consacrée a I'analyse du risque des tranches de CDO
dans les modeéles a facteur. Dans ce contexte, des méthodes efficaces existent pour déterminer
les lois marginales de la perte agrégée sur lesquelles reposent entiérement le calcul des primes de
tranches de CDO. De plus, cette classe de modéles regroupe un nombre important d’approches
populaires comme les modeéles basés sur des copules, les modéles structurels multivariés, les mo-
déles Poisson multivariés ou encore les modéles & intensité affine. En outre, lorsque 'on considére
un portefeuille de crédit homogeéne, '’hypothése d’une structure de dépendance basée sur une
représentation a facteur n’est plus restrictive grace au théoréme de De Finetti : il existe nécessai-
rement un facteur mélange ou une “probabilité mélange” tel que les indicatrices de défaut soient
indépendantes connaissant ce facteur. Au fil de cette partie, nous avons fortement insisté sur
le role prépondérant joué par la “probabilité mélange” pour I’évaluation des tranches de CDO
mais également pour ’analyse du risque des portefeuilles de crédit. La “probabilité mélange” ou
probabilité conditionnelle de défaut correspond a la perte d’un portefeuille infiniment granulaire
et constitue un outils puissant de comparaison du risque des portefeuilles de crédit de taille finie.
Dans cette perspective, nous avons caractérisé ’ordre supermodulaire pour les vecteurs aléatoires
de Bernoulli échangeables au moyen de ’ordre convexe sur les probabilités mélanges. Cela nous a
permis d’étudier 'effet de la structure de dépendance sur le risque des tranches de CDO dans les
modeles & facteur. Nous en avons conclu pour la majorité des modéles appartenant a cette classe
qu’augmenter le paramétre de corrélation entraine une augmentation de la prime des tranches
sengor et une diminution de la prime des tranches equity ainsi qu'une augmentation des mesures
convexes de risque sur la perte agrégée. Une conséquence pratique de ce résultat est que la struc-
ture de base correlation est unique lorsqu’elle existe.

Cependant, concernant ’analyse du risque des tranches de CDO dans les modéles a facteur,
un nombre important d’interrogations demeurent. On peut penser par exemple a I'étude de la
dispersion ou de I’hétérogénéité des spreads et son effet sur le risque des tranches de CDO, a
I’étude de la compatibilité des modeéles & facteur par rapport & une calibration simultanée sur des
jeux de données & différentes maturités ou a 'introduction de taux de recouvrement stochastique.
De plus, le choix entre un modéle paramétrique ou un modéle non paramétrique reste a éclaircir.
En conséquence, beaucoup de travail reste & accomplir & la fois d'un point de vue pratique et
d’un point de vue théorique pour améliorer la compréhension et la gestion des risques dans cette
classe de modéles.

Dans la seconde partie de cette thése, nous nous sommes concentrés sur le probléme de la
couverture des tranches de CDO. Les méthodes actuellement employées par les intervenants de
marché consistent & couvrir localement le risque de spread par des positions opposées en CDS,
en indice ou en tranches standardisées, le montant nominal de ces positions étant déterminé
par des calculs de sensibilité & de petits écarts de spread. Cependant, ces derniéres méthodes
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ne reposent aucunement sur une véritable théorie de la couverture et ne garantissent pas une
réplication parfaite des tranches de CDO. De plus, plusieurs anomalies d’ordre pratique ont été
mises & jour notamment pendant la récente crise du crédit.

Nous avons choisi d’aborder le probléme de la couverture dans le cadre des modéles de
contagion markovien pour lesquels les prix d’actifs contingents au risque de défaut peuvent étre
parfaitement répliqués sous I’hypotheése d’absence de défauts simultanés. De plus, lorsque le por-
tefeuille est homogeéne et lorsque les intensités de défaut ne dépendent que de I'état courant du
nombre de défauts, le processus de la perte agrégée est simplement une chaine de Markov en
temps continu. Bien que cette derniére approche ait déja été considérée récemment notamment
pour ’évaluation de produits dérivés de crédit plus exotiques, nous avons montré qu’elle permet-
tait de calculer efficacement des stratégies de réplication dynamiques a ’aide d’un arbre binomial
recombinant. Ainsi, le modeéle de contagion markovien dans sa version continue comme dans sa
version discréte fournit un cadre de marché complet ou le payoff des tranches de CDO peut étre
parfaitement dupliqué grace a l'indice et a ’actif sans risque.

Le but de notre étude n’a pas été d’apporter une solution définitive au probléme de la couver-
ture des tranches de CDO. Pour cela, il aurait fallu prendre en compte notamment ’hétérogénéité
entre les spreads de crédit, la possibilité d’'une dynamique de spread non markovienne, des in-
tensités non déterministes entre deux dates de défaut, la possibilité de défauts simultanés ou
Iintroduction de taux de recouvrement stochastiques. Cependant, une analyse rigoureuse du
probléme de la couverture dans un cadre général parait complexe & la fois du point de vue nu-
mérique mais également du point de vue économique.

En outre, nous avons mis a jour des similitudes remarquables entre les deltas calculés sous
I’hypothése d’une structure de base correlation et les “deltas défaut” calculés dans ’arbre recom-
binant. Les différences entre ces deux approches suggérent une faiblesse des pratiques actuelles
de marché que I'on peut relier & la dynamique de la corrélation entre les défauts. En effet, la
prise en compte de ce phénoméne a tendance & diminuer la valeur des deltas pour la tranche
equity et donc a augmenter la valeur des deltas pour les tranches senior. Enfin, on peut penser
que ce phénoméne a été amplifié pendant la récente crise sur les indices de référence, qui a mis en
exergue une dépendance forte entre le risque systématique et le niveau de corrélation implicite.
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Analyse du risque et couverture des tranches de CDO synthétique

Résumé

Cette thése a pour but d’éclaircir certains aspects de la gestion des risques des tranches de
CDO synthétique. La premiére partie concerne 'analyse du risque des tranches de CDO dans la
classe des modéles a facteur qui regroupe un nombre important d’approches populaires comme les
modeles basés sur des copules, les modéles structurels multivariés, les modéles Poisson multivariés
ou encore les modéles & intensité affine. De plus, lorsque 'on considére un portefeuille de crédit
homogene, I’hypothése d’une structure de dépendance basée sur une représentation & facteur n’est
plus restrictive grace au théoréme de De Finetti. La loi de la probabilité conditionnelle de défaut
joue un roéle primordial pour ’évaluation des tranches de CDO mais également pour l’analyse
du risque des portefeuilles de crédit. En effet, il est possible de comparer différents modeéles &
facteur en comparant simplement leur probabilité conditionnelle de défaut. La seconde partie
aborde le probléme de la couverture dans le cadre des modéles de contagion markovien pour
lesquels les prix d’actifs contingents au risque de défaut peuvent étre parfaitement répliqués
sous I’hypothése d’absence de défauts simultanés. De plus, lorsque le portefeuille est homogéne
et lorsque les intensités de défaut ne dépendent que de I’état courant du nombre de défauts, le
processus de la perte agrégée est simplement une chaine de Markov. Dans ce cas, il est possible de
calibrer les intensités de la perte agrégée sur une distribution de perte et de calculer efficacement
des stratégies de couverture dynamiques & ’aide d’'un arbre binomial recombinant dans lequel
le payoff des tranches de CDO peut étre parfaitement dupliqué grace a l'indice et a ’actif sans
risque.

Mots-clés: Tranche de CDO synthétique, modéle & facteur, ordre stochastique, couverture dy-
namique, modéle de contagion markovien
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Risk and hedging analysis of synthetic CDO tranches

Abstract

This thesis is dedicated to risk management of synthetic CDO tranches. The first part deals
with risk analysis of CDO tranches from the point of view of factor models. Thanks to the
factor framework, we can handle a wide range of well-know pricing models. This includes pricing
approaches based on copulas, but also structural, multivariate Poisson and affine intensity models.
Factor models have become increasingly popular since there are associated with efficient semi-
analytical methods and parsimonious parameterization. Moreover, the approach is not restrictive
at all in the case of homogeneous credit portfolios thanks to De Finetti’s theorem. In factor
models, the distribution of conditional default probabilities is the key input for the pricing of
CDO tranches. Therefore, we can compare different factor models by simply comparing the
distribution functions of the corresponding conditional default probabilities. In the second part,
we describe a hedging strategy of CDO tranches based upon dynamic trading of the corresponding
credit default swap index. We rely upon a homogeneous Markovian contagion framework, where
only single defaults occur. In our framework, a CDO tranche can be perfectly replicated by
dynamically trading the credit default swap index and a risk-free asset. Default intensities of the
names only depend upon the number of defaults and are calibrated onto an input loss surface.
Numerical implementation can be carried out fairly easily thanks to a recombining tree describing
the dynamics of the aggregate loss.

Keywords: Synthetic CDO tranche, factor model, stochastic order, dynamic hedging, Markovian
contagion model
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